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Devoir Surveillé 02 - Eléments de Correction

Exercice 1
1. Binéme de Newton avec 1¥17—*,

2. Binome de Newton avec (—1)¥177F,

3. Pour n € N*,
_ k _
> oen(p)e X (F)=x(k)en-o
k=0, k impair k=0, k pair k=0
4. A la question 1), on a trouvé une somme égale & 2" et 2" divisé par 2 fait 271,

Exercice 2
La partie B peut étre traitée indépendamment de la partie A.

Partie A

1.(a) Ona lim e”=0,donc lim 14 e” =1 et par quotient de limites :
r—r—00 Tr—r—00

oI Jol2) =0

1
(b) En multipliant chaque terme par e~®, on obtient fo(x) = P
e
On sait que lim e™® = 0, donc par quotient de limites lim fy(x) = 1.
Tr— —0Q r——00

(c) Les résultats montrent montrent que ’axe des abscisses est asymptote horizon-
tale & Cy au voisinage de moins l'infini et que la droite d’équation y = 1 est
asymptote horizontale au voisinage de plus 'infini.

2. Posons X =xetY = y—% soitx =Xety=Y+ %7 d’ot1 en remplacant I’équation

e’ eX eX 1 20X — 1 —eX

_ : 1 _ : _ _ _
y—m,onobtlentY‘Fi—l_i_eX SOItY—W—i—T—
eX —1
eX +1°

Onay(-x) = b o L= ltipliant chaque ¢ X)

na — = = en multipliant chaque terme par e
e~ X +1 14+ eX P 4 P
eX—l_ eX—l_

T eX 11 X1
K.

—Y(X), ce qui montre la symétrie de Cy autour du point

3. Etudier les variations de fy. Quotient de fonctions dérivables le dénominateur
supérieur ou égal a 1 étant non nul, fy est dérivable sur R et sur cet intervalle :

sy e (14e”)—e xe”  e”
fo(z) = (1—|—e””)2 - (1—|—e””)2.

Quotient de deux termes supérieur a zéro cette dérivée est supérieure a zéro :
la fonction fy est donc strictement croissante de 0 & 1 (limites respectives en — et
+ linfini).

4. (a) Une équation est y — fo(0) = f{(0)(z — 0).

1 1 1 s
On a fo(O) = m = 5 et fé(O) = m = Z’ doulequatlon .
SRS TR T
Y 2—4xouyf4x 5"
. . P 1 1
(b) Soit d la fonction définie sur R par d(z) = f(x) — Ex+§ =
e’ _lx_1_4e$—m—xel—2—2e“_2e$—a:e‘”—gc—2
1+er 47 2 4(1+ev) 4(1+e?)

Comme 4 (1 4 €*) > 0 quel que soit le réel z, le signe de cette différence est
le signe du numérateur g(z) = 2e* — ze® —x — 2.
(c) g est dérivable sur R et sur cet intervalle :
g (r) =2e" —e® —ze® — 1 =¢e% —ze® — 1;
g’ (z) = e —e* — ze® = —rxe® qui est du signe de —x
(d) Donc ¢g"(z) < 0 sur Ry et ¢’ (x) > 0 sur R_;
g’ est donc croissante sur R_ et décroissante sur R, .

Or lim e” =0, donc lim ¢'(z)=—-1;4(0)=1-1=0; enfin comme
T——00 T——00
/ — T — —_ 1 T — 1 / = —
g () =e*(1—x)—1 et que xgrilooe +00, on a igrfoog (x) 0.

g'(x) < 0 sur R sauf en 0.
La fonction g est donc décroissante sur R.
Comme lim g(z) = +o0;
r—r—00
g(0)=2-2=0;
et comme la fonction g est décroissante g(z) < 0 sur R.
(e) Le résultat précédent montre que g est positive sur R_, ¢’est-a-dire que Cy est au

dessus de T sur R_ et en dessous sur Ry avec un point de contact par définition
en 0.
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;3/2 T
1
) Ona M (z et M' |z ; .
1+4e”
1 11+¢€" 1
Or = = - +e- = — : ceci montre que les points M et
1+ef’“ 1+4e” 21+e” 2

1
M’ sont symétriques autour de la droite (d) d’équation y = B
(b) D’apres le résultat précédent C; est la symétrique de Cy autour de I’horizontale
o . .
(d) d’équation y = 5 (voir le tracé ci-dessus).

Partie B

Etude de la suite u définie pour tout entier naturel n par :

1 ez
1. ’U,QZ/ dz
o 1+e*

Uug = [ln(1—|—e“")}(1) =In(l+e)—In(1+1) zln(lge)

1 1oy 1
2. :1: d d =
U + Uy /0 1tor x+/0 11 o x /0
1
Donculzl—uozl—ln( —;—e)

3. Quel que soit le naturel n, f, quotient de termes supérieurs a zéro est un nombre
supérieur & zéro; les intégrales de ces fonctions positives sur U'intervalle [0; 1] sont
donc des nombres supérieurs a zéro.

: le numérateur étant la dérivée du dénominateur, on a :

1+e” 1
te dx:/ldwzl.
1+ex 0

4. (a) Quel que soit le réel z, k(x) = fri1(x) — fu(z) =
e® I - 1 e’ - 1—¢"
e(n-i—l)a? (1 + ex) ene (1 + e;v) - ene (1 + ea:) ene (1 + ew) - ent (1 ¥ ew) .

(b) Etudier le signe de k(z) pour « € [0 ; 1]. Le dénominateur est supérieur a zéro
comme produit de deux nombres supérieurs & zéro; le signe de k(z) est donc
celui du numérateur 1 — e”.

1-e*>0&1>e" < 0>a;k(z) >0six<0;
l1-e*<0el<e® e 0<z; kr)<0siz>0.
k(x) =0z =0.
(¢) D’apres la question précédente l'intervalle d’intégration ne contient que des va-
leurs positives, donc k(z) < 0, ce qui signifie que la suite (f,,), donc aussi (u)
est décroissante.

5. (a) Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on a :
1 xX 1 X
Un—1 + U :/ e—dx—i—/ —° da=
n—1 n 0 e(n—Dz (1 +ez) g ene (1 _|_er)

1 T T ; 1
e” x e” e’ e” (14 e%)
d = _— d =
/o [ T+e) vl +er>] v / v (lter)

/1 e(l—n)g; de — e(l—n);c 1 _ e(l—n) -1 _ 1— e—(n—l)
0 1—-n |, 1—n n—1
(b) Avec n = 3, la relation précédente donne :
1 —e 6D 1—e2 | 1—e2 1—e2
U + Uy = 3.1 = 5 , Soit ug = —uy = — 14+

<1+e)
In .
2

6. (a) On sait que liIJIrl u, =0, donc lim v, =0.

n—-+oo n—-+oo

(b) On a démontré que la suite (u) est décroissante,donc pour n supérieur ou égal
a 2, soit

Up—1 + Up
2

(c) D’apres la question précédente la suite (u,) positive est majorée par une suite
positive qui a pour limite 0 en plus l'infini. D’apres le théoréme des gendarmes
la suite (u,) converge elle aussi vers 0.

Up < Up—1 = Up + Up < Up—1 + Up = Up < , 80it u, < vy,.

Exercice 3
1. (a) Pour n naturel quelconque :

1 1
Wnt1 = Vntl = Unt1 = | 7 (up, + 3vn)) ~3 (Up, + 20p,)
(11 . 3 2 1 . 1 ( )
“\a73)" T \13)" T TR T T T
d’ou :
Wpt1 = —— Wy, égalité qui montre que la suite w est une suite géométrique

12

. 1
de raison —.

12
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Le premier terme est wg = vg —ug =12 —1=11 > 0.
On sait que quel que soit le naturel n :

1 n
wy, = 11 X (12> ; ce produit est positif car produit de deux facteurs posi-
tifs.

1 . 1\" .. . .
(b) Comme —1 < 3 <1, ngrfoo <12) =0, d’ou par produit de limites

lim w, =0.
n—-+oo

Pour n naturel quelconque w,11 — uy, = 3 (up, + 2vy,)
2 2

5 WUn —Up) = swnp > 0.

3 (Un, — Up) W

On a vu a la question précédente que w, > 0, donc u, produit de deux
facteurs positifs est lui aussi supérieur a zéro.

—Up = —ZUp + —Up =

3 3

Finalement wu,4+1 — u, > 0, signifie que la suite u est croissante.

(b) De méme v,y1 — v, = i(un +3v,) — v, = iun — ivn = 7% (p, — up) =
—an < 0, car produit d’un facteur négatif par un facteur positif.
Un41 — U, < 0, signifie que la suite v est décroissante.
(¢) La suite u croissante est minorée par ug = 1 et la suite v décroissante est

majorée par vy = 12.
D’autre part w, > 0 < v, —u, > 0< v, > u, & uy, < v,, donc finalement
quel que soit le naturel n :
Uy L Up < Uy < V-
3. Soit £ la limite de u et £’ la limite de la suite v.
On sait que lim w, =0<&
n— o0
etenfin { — 0/ =0 0="1.
Les deux suites sont respectivement croissante et décroissante, ont la méme
limite et leur différence a pour limite zéro : elles sont adjacentes.

lim (v, —

un) = 0,s0it lim v,— lim wu, =0
n—-+oo

n—-+o0o n—-+oo

4. (a) On sait que t, = 3u, + 8vy.
Pour tout entier naturel n : t,11 = 3up41 +8vpy1 = up +2v, + 2u, +6v, =
3u, + 8v,, = t, : la suite t est donc constante et tg = 3ug + 8vy = 3 + 96 = 99.
Conclusion t,, = 99 quel quel soit le naturel n.
(b) En prenant les limites égales & 'infini, on obtient :
H+8=9<114=99<¢=9.
Les deus suites ont pour limite 9.

Exercice 4
On note Cy la représentation graphique de f, relativement & un repere orthonormal

(0.7.7).

Etude de f.

I.LVzeR 22 +1>0= f(2)= \/11_7 est bien définie pour tout réel z.
1 !
ViE2)2+1 Vi +1

Ve e R,—z € R, f(—x) = = f(z) = f est paire sur

R
2. Vz €R, f(z) = (1+2?)
Donc f '(z) < 0,Vx € |0,400[ et f ’(0) = 0 donc la fonction continue f est
strictement décroissante sur [0; 4+o0].
3. 2 — +00 V22 + 1 = 400 = 2 — 400 f(z) = 0, donc C; admet I'axe (Ox)

lim lim
pour asymptote horizontale en +oo.

—1/2 —3/2

:>f'(x):—%><2x>< (1+m2)

4. f est continue sur chaque intervalle |—oo; 0] et [0; 4+00].

Par parité : (f strictement décroissante sur [0;+oo] et & — 400 f(z) = 0)

lim
= (f strictement croissante sur |—o0;0] et ¥ — —oo f(z) = 0)
lim

avec f(0)=1doncVz e R ,0< f(z) <1

-3 -2 -1 0 1 2 3

5. f est continue, strictement décroissante sur 'intervalle T = [0,4o00[ , & valeurs
dans J = ]0,1] donc f réalise une bijection de I sur J .On note f~! la bijection
réciproque de f restreinte a l'intervalle I.

1 1
6. VyG]O,l],mE[0,+OO[,f(x)=y<:>1+x2=y2®?=1+x2
1 1—y? 1—y2
c)xz:—z—l(:)x: 2y = Yy
Yy Y Yy
7. ¥y € ]0,1],z € [0,+c[, f(z) =y & & = f(y) donc Vy € ]0,1], f1(y) =
1—92

Y
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Calcul d’aire

On considere la fonction numérique F' de la variable réelle x définie par :

F(z):ln(:c+ a:2+1>

1l.eVz e RT, 2>0,Va2+1>0=2+V22+1>0
22— (22 +1
WreR ,z<0=2ax#Va’+1= x+\/a:2—|—1:(2+1)
T —Vx
eméthode des expressions conjuguées
(a+b)(a—b) a*—b?
b= = b
oq + (a—b) a—b7a7é
1
doncVz e R, z++vVa?4+l=———"——ou—-a++v2?+1>0.
—r+ Va2 +1
Ainsi Ve e R, wu(z)=z+vV2z2+1>0= F =1In(u(z)) est définie sur R
2T Va4 14
2. Vz eR, F(z) = In(u(x)) avec v'(x donc Vx € R
(z) = Infu()) avee w'(e) =1+ 50 = ~ et
! vz +1 1 1
,F’(m):u(x): vt = = f(z) & F est une
u(z) 22 +1 r+vVaZ+1l VaZtl

primitive de f sur R

3.VeeDp ,—z€Dpet F(—z)=In(—z+Vaz2+1).

22+ 1—2? 1
VeeR, z+Val+1#0=+Va?+1—-z= =
a r+vVr2+1 z+va?+1
donc Vz € Dp ,F (—x) =1In —In(z+v22+1) =

< F' est impaire sur son ensemble de deﬁmtlon

4. z—+0z + Va?+1l = 400 = zx—+0 F(z) = 4oo. F
lim lim
impaire, z — —o0 F(x) = —oc.
lim
5. Pour tout réel A\ strictement positif,4(A) = f/\f(x) de =[F(x)]
In 22X+ VAN +
Syev. a0
2
—~
2 4N2 1+ 1/(4X2
Done YA >  0,A(\) = In|2F X V14 1/(X)
A+ A J1+1/N2
VA2 x
N

étant

14+/1+1/22

1
avec A — +00 —

. (2 (14—\/14—1/(4)\2)))
1+/14+1/(4X2) 2

=0 = \A— +© = 5 = 1let
lim A2 lim ]_+1/]_+]_/)\2 2
A— oo A(N\) = 1n2‘
lim
Etude de la suite
1. eCalcul de ug : up = [F(a:)](l) =In (1 +72)
1
: — 2 — _

oCalcul de uy : up = fo xf (z fo 2Wdaz (Va2 +1] =v2-1

2. uz = [y Bf (x)dx = [y af (x)dx
_ — /72
Posons u'(z) =zf(z ) (x) =Vri+l ,les fonctions u et v sont de

v(z) =22 = v'(z) =22
classe C'tsur le segment [0, 1], donc on peut procéder & une intégration par parties :

[ 222 + fo 2022 + ldx = /2 — (1;2—1—1)3/2]1:2—\@
0

3/2 3
3. Sens de variation de (u,,) : Posons 2° = 1,Vz € [0, 1]
fo (2"t —2™) f(z)dz (linéarité de l'intégrale) avec
—z") =a"(x—1) <0, f(z) > 0,Vz € [0,1] ..
Par positivité de l'intégrale entre des bornes croissantes,u,, +1

Up4+1 — Up
(anrl

—u, <0,¥n € N
La suite u est donc décroissante.

4. Lasuite (u,,) est décroissante,positive donc minorée par 0, elle est donc convergente.

5. Vee R ,0< f(x) <1Vxe]0,1], Vn e N,0 <z™ <1 donc :

n

X
< x"

VAR C

Par positivité de l'intégrale entre des bornes croissantes :

1 1 1 mn-&-l 1
0< / 2" f (z)dx < / z"dz avec / z"dx = (1) =
0 o 0 n+1 n+1

1
n+1

Yz € [0,1], Yvn e N, 0<

SVneN, 0<u, <

n — +00 Uy, = 0

lim

6. n — +o0 = 0 donc , par le théoreme de ’encadrement :’

lim n+1




