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Devoir Maison 02 - Eléments de Correction

Exercice 1

T 1
fulz) = ¢ +nlne,
x
Partie A : Etude du cas particulier n = 0
r—1
fo est donc la fonction définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par fo(z) = c .
x
1.
4
3
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2. Résolution graphique d’une inéquation :
(a) Avec f(z) =e", f(0)=1, f'(z) =€ et f/(0) = 1.
Une équation de la tangente au point d’abscisse 0 est :
y—f(0)=f(0)(x—0),s0it y—1l=xzouy=x+1.
On voit sur la figure que quel que soit le réel u, la courbe est au dessus de
la tangente soit :
e*>u+1.
(b) En posant pour tout réel u, x = —u, I'inégalité précédente s’écrit :
e > —xrx+lese ™ 4+r—-120.
En multipliant chaque membre de I'inégalité précédente par e”, on obtient :
1+ (x—1)e* > 0.

3. Limites :

e 1
a) On a fy(x) = — — —.
(a) Ona fole) = = - =
1 e”
Or lim — =0et lim — = 400, donc par somme de limites
T—+00 I T—+00 I

lim fo(z) = 4o0.

r—+o0

(b) Avec la fonction f(z) = €%, on a par définition f/(0) = lim =
T _ 1 T —1
lim ° = (0) = e® = 1. Donc lim € =
z—0 T z—0 xT
4. Sens de variations :

1.

(a) La fonction fy quotients de fonctions dérivables sur |0 ; +o0[, le dénominateur

étant non nul est dérivable et sur cet intervalle :
ze® —(e*—1) e*(z—1)+1
foy = 22D _lemDHL
(b) On a vu a la fin de la question précédente que 1+ (z —1)e” > 0, donc f)(z) > 0
sur ]0 ; +oo[. La fonction fy est croissante de 1 & plus linfini.

Partie B : Etude de la famille de fonctions f,, pour n > 1

1. La fonction f,(x) = -

dénominateur ne s’annulant pas sur |0 ; +oo[ est dérivable et sur cet intervalle :

ze® — (e — 1 n eflr—1)+1+nx
frmy = oD |

x x x2
Or on a vu que e*(x — 1)+ 1 > 0, donc comme nz >0, e*(z—1)+1+nx >0:

done f) (x) > 0 : les fonctions f,, sont croissantes sur |0 ; +ool.
X

+ nlnx somme de quotient de fonctions dérivables le

=+ et lim nlnx = 400, d’oll par somme de

2. e On avu que lim
r—+00

r—+o0 X

limites :
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T __
e On a vu que lim =1letona limnlnx = —oco, d’oll par somme de
x—0 €T x—0
limites : lim f,(z) = —o0.
z—0

Le dernier résultat montre que géométriquement ’axe des ordonnées est asymp-
tote verticale a C,, au voisinage de zéro.

3. Soit dy(z) = frt1(x) — fo(x) =

Or on sait que la fonction In est négative entre 0 et 1, s’annule en 1 et est
positive sur [1 ; +oo[. Donc :

Ui

et —1 z

+(n+1)lnx—(e +nlnx) =lInz.

e Sur |0 ; 1[Cp41 est au dessous de Cy, ;
e Sur]l; +00[Cpy1 est au dessus de Cy, ;
e Toutes les courbes C,, contiennent le point de coordonnées (1 ; e —1).

4. On a vu & la question précédente que d,(x) = nlnz, donc d,(1) = 0 : toutes les
courbes C,, contiennent donc le point B(1 ; e — 1).

e’ —1
5.(a) On a fi(z) =
x
On a vu que les fonctions f, sont strictement croissantes de moins 'infini

a plus l'infini ; comme elles sont continues car dérivables sur |0 ; +ool, il existe
donc un réel unique a; €]0 ; +oo] tel que f1 (o) = 0.
Ona f1(1)=e—1>0, donc o €]0; 1[;

+Inx.

92 -1
£(0,2) = +1n0,2 ~ —0,502 et
eo,g’_
7(0,9) = 00 +1n0,9 ~ 7,2, donc oy €]0,2 ; 0,9].

On a vu & la question 3 que sur [0; 1], C,t1 est au dessous de C,, donc en
particulier que Cs est au dessous de C1, C3 est au dessous de Co, ...et donc que
pour n > 1, C,, est au dessous de (1, donc en particulier que pour tout n > 1,
fn(aa) < fi(az).
Or f1(aq) =0, donc f,(a1) < 0 pour tout n > 1.

Quel que soit n > 1, on vient de voir que f,(a1) < 0 et on sait que f,(1) > 0;la
fonction f,, étant continue car dérivable s’annule donc pour une unique valeur
ap de Jag ;5 1.

On a vu dans la partie A que la fonction fy est strictement croissante en parti-

culier sur l'intervalle [0; 1], donc
xT

O<z<l=l<s <e—1.

(b) Par définition «,, annule la fonction f,, soit :

+nlna, =0.
an,
X

On a vu au 6. a que si z €]0 ; 1], alors < e — ldonc en particulier

e%n — Qn

<e—1= +nlna, <e—1+nlna, ou encore

On Qp

pour oy,

1—
0O<e—14+nha, < nha, >1—e<sna, > ©

La fonction exponentielle étant croissante, on a :
— € Ina l—e l—e
Ina, > —— =e"% >en ouencore a, >en .
n
—€ . l-e
=0, donc lim e™» =1, donc
n—-+oo

(¢) On a donc e'n° < a,, < 1; or lim
n—+oco n
lim o, =1.

d’apres le théoreme des < gendarmes >,
n—-+oo

7.
Exercice 2 Sin 2 cos 2
Soit f la fonction définie par f(z) = ———
f p f( ) (1 ¥+ cos 1‘)2

1. La fonction est définie pour tout réel x tel que 1 4+ cosx # 0
or 1 +cosz = 0 & x = 7[27] donc le domaine de définition D de f est
|D=R—{x2n]}}

sin(—xz) cos(—x) —sinz cos x
2. D, — D —x) = = =
Vo € D,—v € D et f(-z) (1 4 cos(—x))2 (1 + cosx)?

—f(x) donc

f est impaire.
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sin(x + 27) cos(x + 27) sin x cos . sin x cos © V1 —cosz? cosx
3. Ve eD, flx+2m) = (1 T cos(z 1 2p1)? = 0+ cosa)? = f(x). (b) Pour x appartenant a [0; 7|, f(z) = 1 1 cosa)? = dTcosa)?

f est périodique de période 27 donc on obtient toute la courbe représentative

de f & partir de celle construite sur | — m; 7| par itération. Sachant que de plus f f(z) = \/(1 —cosz)(1+ CC;S ) COSQU.
est impaire et que la courbe est donc symétrique par rapport a l'origine on peut (14 cosz)
encore restreindre 'étude & l'intervalle [0; 7r]. flz) = (1 —cosz))cosz
4. (a) f est dérivable sur [0; 7| en tant que produit et quotient de fonctions dérivables (1+ cos x)%
sur R donc sur [0; 7] avec un dé;lominatzur ne s’annul;mt pas sur [0;7]. , done|[ lim f(z) = —oo
cos“x —sin® x)(1 4 cosx)“ 4+ 2(1 + cos z) sin” z cos T
ve e Oinl flla) = N cosa) 4 211 coss)
(1+ cosx)
B cos? & — sin? x + cos® & — sin? z cos x + 2sin® x cos .
B (14 cosx)3
. cos?x — 1+ cos?x + cos® x + cosz — cos® x 5+
N (1+ cosx)3
_ 2cos?x +cosz — 1 3T
B (14 cosz)3 11
(2cosx —1)(cosz + 1) . — a . . N
— . t y t T T —t 7
(14 cosx)?3 -9 -6 \-3-18 3 6 9
_ 2cosx—1
(1 + cosx)? =31
Pour tout réel z appartenant a [0; [, (14 cosx)? > 0 donc f(z) est du signe 51
de 2cosx — 1

2cosw—1 2> 0« x € [0; 3] alors f est croissante sur [0; 5] et décroissante sur [

e
=
|

J




