Chapitre 28

Déterminants

28.1 Groupe symétrique

28.1.1 Permutations

Soit E un ensemble fini et non vide.
Une permutation de F est une bijection de E dans F.

Th. | > Groupe symétrique

n € N*.  Muni de la loi o de composition des applications, I’ensemble des permutations

de Hl’ nﬂ a une structure de groupe.

C’est le groupe symétrique d’ordre n noté

Vocabulaire et notations :

1 2 3 - n
e Un élément 0 € §,, est noté o =

o(1) o(2) o3) -+ o(n)
e La composée o0y 00y de deux éléments de G,, se dit encore produit .

e Le groupe &, est fini. Il comporte n! permutations.

e Sin > 3, le groupe G,, n’est pas abélien.

Test 698 o € &15 est un cycle qui vérifie 2 =0¢° et o' =1d.
Que peut-on en déduire ?

28.1.2 Cycles

Seule, la définition d’un cycle est explicitement au programme.

Les autres résultats sont admis. Ils ne figurent qu’a titre indicatif.
ai,asz,--- ,a, sont p éléments distincts de Hl’nﬂ (p = 2).
Le p-cycle o =[ay,as2, - ,a,] estla permutation définie par

siz=ua;, 1€ Hl’p _ 1]] o(a;) = aj41

six=ap o(ap) = a1

sinon olx) ==
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L’ensemble {ah a9, 7%} est le support du cycle, p son ordre .

Remarques : on bouge les nombres et non les places.

Test 699 ’Les cycles [1,5,6,4,2], [5,6,4,2,1] et [1,2,4,5,6] sont-ils égaux? ‘

Test 700 ’ Montrer que, si o est le cycle [a1, a2, - ,ap], alors o~ est un cycle qu’on précisera. ‘

Test 701 ’ Si o est un cycle, en est-il de méme pour coo ? ‘

Montrer que si p et o sont deux cycles de supports disjoints,
alors poo=cop.

Test 702

Remarques :
e Un cycle o d’ordre p vérifie of =1d (et VEke Hl’p _ 1H , of #£1d)

e Deux cycles de supports disjoints commutent.
e Toute permutation ¢ se décompose en produit de cycles de supports disjoints.

(Ces cycles commutent, ce qui permet de calculer les puissances de o.)

Décomposition en cycles de supports disjoints :

1 2 3 4 5 6 7 8
Test 703 Décomposer o = en produit de cycles de supports dis-
4 8 1 3 5 7 6 2

. P 1000
joints.  En déduire o .

.3 transpositions

Une transposition est une permutation qui laisse invariant tous les éléments,
sauf deux éléments distincts qui sont échangés.

On la note’ [a,b] ou Tyup ‘ a,be Hl,nﬂ ;aFb

Propriétés :
e Une transposition est un cycle d’ordre 2.

e Donc, une transposition est involutive.

e La composée de deux transpositions de supports disjoints commutent.

Dans &g, calculer 7120713 et 7130712,
puis T120T713071,40---0T18.

Test 704

Th. | > Décomposition en transpositions

Soit n > 2, Toute permutation se décompose en produit de transpositions.

Voe&,, dpeN", 37,1, -7, transpositions o=T10mo---07,

Notes :
o La décomposition n’est pas unique

e Le nombre p de transpositions n’est pas unique.

Cycle
Un cycle [a1 - - - ax] peut se décomposer en [a1ak] o [a1ak—1] 0 [a1ak—2]0 -0
[a1a2]
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28.2. APPLICATIONS MULTILINEAIRES

1 2 3 4 5 6 7 8 o
Test 705 Décomposer o = en transpositions.

31 5 4 8 2 6 7

(on donnera deux décompositions de longueurs différentes)

28.1.4 Signature d’une permutation

Th. | > Signature (admis)

Il existe une et une seule application € de &,, dans {—1,1} telle que :
e =(1) = —1 pour toute transposition 7

e c(00’) = (0)e(0’) pour toutes permutations o et o’
On appelle signature cette application.
Conséquences :
e c(Id)=1 et e(oc™ ') =¢(0).
e Si une permutation o se décompose en p transpositions, alors e(o) = (—1)?.

e La longueur de la décomposition en transpositions n’est pas déterminée,
mais les longueurs de toutes les décompositions ont méme parité.

Une permutation o est paire quand £(o) =1

impaire quand e(o) = —1

e Donc |une transposition est impaire ‘

Le groupe alterné A, est constitué des permutations paires de &,, :

e A, est un sous-groupe de &,, .

Signature d’un k-cycle (on peut passer en premiére lecture)
Test 706 e Soit k € Hl’nﬂ . Quelle est la signature du cycle [1,2,--- k] 7
e En déduire la signature de tout k-cycle [a1,az, - ,ax] € G,

1 2 3 4 5 6 7 8
Test 707 Quelle est la signature de ?

4 8 1 3 5 7 6 2

]
Test 708 Montrer que le cardinal du groupe alterné est %

Soient c1,c2,- -+, ¢p des cycles a supports disjoints de longueurs respectives £1, 2, - , £p.
Soit o = c1 -+ - ¢p. Quelle est la signature de o ?

Test 709

28.2 Applications multilinéaires

28.2.1 Définitions

FE et F sont deux K-espaces vectoriels.

L’application f:EP — F est p-linéaire ' si et seulement si

1. Plus généralement, f peut étre définie sur E1 x E2 X --- X Ep , produit cartésien de K-espaces vectoriels
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CHAPITRE 28. DETERMINANTS

VZE |:|:17p:|:| ,V ap,- - 7ai—17ai+17"' ’(IPEE,

E — F
fi est linéaire
u — f(a’17"'7ai—17u7ai+17”'7ap)
Exemples
e Le produit scalaire est une forme 2-linéaire.
R? x R? - R
e L’application est bilinéaire.
Attention :
Ne pas confondre ”n-linéaire sur E” avec ”linéaire sur E"”
Exemple: o si f est linéaire sur E2, alors f(Au, Av) = A f(u,v)
o si g est bilinéaire sur E, alors g(Au, Av) = A” g(u, v)

Test 710 Que se passe-t-il si f est linéaire sur E™ et g est n-linéaire sur E 7

ou bilinéaire dans les cas suivants : z21 =

Test 711 1=0
20 =1 23 = X1 24 = T1 + o 25 = X1 T2
z6 =21+ 27 = X1Y1 z8 = X1+ Y2 29 = X1 Y2

Dire si Papplication f:R? x R? — R définie par f ((ml7 1), (x27y2)) = z est linéaire

Th. | > Expression analytique d’une application multilinéaire

Si B=(e1,ea,+,e,) est une base du K-espace vectoriel E, et si
n
Vke Hl’pﬂ , A = Zmi’k e; , alors
i=1
e si f est p-linéaire sur F nous avons
f(a17a27"' 7ap): Z xil,lxig,Q"'xiP,p f(ei176i27"'7eip)
(i1, ip)€[1,n]P
e Réciproquement, pour toute famille ( fw) , Papplication f: E? — F définie
we[l,n]r
par
f(ala az, - - 7ap) = Z Tiy,1%i,2 " " Tiyp fil,iz,m i, st p-linéaire.
(ilv"' 7ip)e|117n]]p

Test 712 naturelles) f(u1,u2) = z12T2 + 27192 + Y192 -
Donner I'expression analytique de f relativement & la base B’ = (i + j,5) .

Relativement & la base B = (i,7) , 'expression analytique de f est (avec les notations

28.2.2 Applications symétriques, antisymétriques, alternées

Si f est une application p-linéaire de E dans F, alors :

f est symétrique ssi

VUEGpa va’l7"'7apeE7 f(a17"'aa/p):f(a0'(1)7"'

f est antisymétrique  ssi

) aa(p))

Lycée Chatelet, Douai, 2024-2025

Page 428




28.3. DETERMINANTS

VU€6p7 va’l?"' 7ap€E, f(a/la"' 7ap):€(0-) f(aa(1)7"' 70/0'(12))

f est alternée ssi
Vay, --,ap€E, Fi#j, a;=a; = flar,---,ap) =0p

Th. |> Caractérisation par les transpositions

f p-linéaire sur E est symétrique [resp. antisymétrique] ssi
pour toute transposition 7€ &), :
pour toute famille (a1,aq,---,a,) € E?
f(a17a27 e 7ap) = f(a“r(l)va"r(Z)a T aa“r(p))
[reSP- f(ah ag,: - 7ap) = _f(a‘r(l)> Ar(2)," " 7a‘r(p))]
c’est-a-dire f( s @yt 7b7):f( 7b7“' 7a7“'))
[resp. f(---,a, by )=—f( b ,a,00))]

Th. |> Lien Antisymétrique <> Alternée

f est p-linéaire sur le K-espace vectoriel E, ou K est un sous-corps de C.

f est antisymétrique < f est alternée g

Note :
< est vraie pour tout corps K

= est fausse avec certains corps particuliers

f est 3-linéaire antisymétrique sur E de base (i,7,k) .

Test 713 e f vérifie f(i,j,k) =1. Calculer f(i,k,7), f(4,%,k) etc.

e En déduire 'expression analytique de f.

Conséquences importantes :

e Si f est n-linéaire alternée, on ne change pas I'image f(a1,---,ap) si, & un des vecteurs a;, on
ajoute une combinaison linéaire des autres vecteurs (ag)gs;-

e Papplication p-linéaire f est alternée ssi 2 I'image de toute famille liée est nulle. &

Test 714 ’ Que peut-on dire d’une forme p-linéaire alternée si p > dim(E) 7 ‘

28.3 Déterminants

Dans toute la suite, E est de dimension n, et f est une forme n-linéaire alternée.

28.3.1 Formes n-linéaires alternées en dimension n

Th. | > Détermination des formes dim(F)-linéaires alternées *

2. Attention : ceci caractérise les formes alternées, et non les familles liées...
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CHAPITRE 28. DETERMINANTS

Si E est de dimension n, alors
toutes les formes n-linéaires alternées sur E sont proportionnelles.

Elles sont déterminées par l'image d’une base B = (e1, -+ ,e,) de E :
flar, - an) = > e(0) [[#oyi - FB) (ot ar =3 e
ceS, =1 =1

28.3.2 Déterminant dans une base B

B = (e1,ea, - ,e,) est une base de E.
Le déterminant dans la base B , noté

est 'unique forme n-linéaire alternée sur E qui vérifie Detp(B) =1
Test 715 Donner ’expression analytique du déterminant en dimension 2, puis en dimension 3. ‘
Conséquences :

e Son expression analytique est

Detg(ar, - ,an) = Z <€(J).ﬁlx”(i)7i) = Z (E(J)-ﬁxi,a(i))

ceS, oceG,

e Toute forme n-linéaire alternée sur F est proportionnelle a Detp .

Soit f une forme n-linéaire alternée sur F :
Important:
f = Detp-f(B) c’est-a-dire VS € E", f(S) = Detg(S) - f(B)
e Sila famille (aj,---,ay) estliée, alors  f(ay, -+ ,a,) =0.

(Nous n’avons pas (encore) la réciproque.)
e le déterminant Detp(ay, - ,a,) dans la base B d’une famille de vecteurs
o ne change pas si :
% a un des vecteurs, on ajoute une combinaison linéaire des autres vecteurs

% on fait subir a la famille une permutation paire

o change de signe si :
% on fait subir a la famille une permutation impaire

B = (i,7,k) est une base de E. Que vaut Detg(i,7,k) 7 En déduire
Detg(i + j + k, j, k), Dets(2i + 35 + 4k, 3, k),
Test 716 B(i+j+k,j, k), Dets( J J. k)
Detp(i+2j + k,i + 7,7 + k) et Detp(i +j + k,i + 25 + 2k, 2i + 35 — 3k)
Indispensable : montrer
M0 .- 0
Test 717 matp(ar, - ,an) = = Detg(ar,- - ,an) = H)"'
- ’ 0 i=1
0 0 An

3. Cette démonstration n’est pas exigible.
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Changement de base : si Bet B’ sont deux bases de E, alors

VSeE™: Detg(S)=Detg(B’) Dets:(S)

> Caractérisation des bases ﬂ

dans un espace de dimension n,
une famille de n vecteurs est liée ssi son déterminant est nul.

c’est-a-dire : B = (e1, - ,en) base de E

’ (a1, -+ ,an) € E™ base de E < Detg(ai, - ,an) #Z0

28.3.3 Déterminant d’un endomorphisme

Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et ¢ un endomorphisme de FE, alors

la quantité Detp (@(B)) est indépendante de la base B de E

C’est le déterminant de ’endomorphisme ¢  Noté Det(ip)

1 2
Test 718 La matrice de f € L(E) relativement & la base (i,7) est . Vérifier

3 3
I'indépendance en calculant Det(f) avec les bases (7,7) et (i + 4,1 + 3 7).

Propriétés :

eV ypeL(E), Detg (¢(5)> = Det(¢) Detp(S)

e Déterminant d’une composée : ’ Det(p o 1) = Det(p) x Det()) ‘
Det(Idg) =1

Caractérisation des automorphismes :

p€L(E) : ’ p bijective & Det(p) # 0‘ 6

1
e Si ¢ est bijective, alors Det(¢™ 1) =
@ \ ™) = pa )
e [’ensemble des automorphismes de F, de déterminant 1 est un sous-groupe du groupe linéaire

GL(E).
C’est le groupe spécial linéaire de E noté | SL(E)

28.3.4 Déterminant d’une matrice carrée

ai 1 ai,n

Le déterminant de A= | : D€ Mu(K) est Z (o) Hag(i)yi
ceG, i=1

n,1 ' Gnon

ai1 o Ain

On le note | Det(A) ou encore

an,1 e Gn,n
Les trois notions coincident : &
] Det(A) = Det(f) = Dets(S) \ &
ol A = matg(f) = matg(S)
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On en déduit immédiatement les propriétés suivantes

Propriétés :

e | Det(A) = Det( A7)

e Manipulations élémentaires :
o Det(A) ne change pas si, & une colonne, on ajoute
une combinaison linéaire des autres colonnes
o Det(A) est multiplié par A si on multiplie une colonne par A.

o Det(A) est inchangé si on fait subir aux colonnes une permutation paire.

O

o Mémes résultats en manipulant les lignes.
e Det(I,) =1
o | Det(A B) = Det(A4) x Det(B) |

1

. ’ A est réguliere ssi Det(A) # 0 ‘ et alors Det(A™1) = Dot(4)

e Le groupe spécial linéaire d’ordre n noté SL, (K)

est le sous-groupe de GLn(K)
constitué des matrices de déterminant 1.

Det(A) change de signe si on fait subir aux colonnes une permutation impaire.
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28.4. CALCULS DE DETERMINANTS

28.4 Calculs de déterminants

28.4.1 Développement par rapport a une ligne (ou colonne)

Introduction
ordre 1: |q| = a (voir®)
a d , ,
ordre 2 : =ab —ad
b b
/ 1"
a a a
ordre3: |p 3 p’| =ab'd’ +bca” +ca't’ —cb'a”’ —ac'b’ —ba'c”
/ ! I
C C, ! _ a// b b b/l a a +CH a a
c c c b v
a1 - aim 2
Soit la matrice carrée A = : D le My (K) et (4,5) € Hl’nﬂ
An, 1 ce QAn n

Le mineur d’indice (7,j) dans A est le déterminant de la matrice extraite

obtenue en supprimant de A la ligne ¢ et la colonne j.

a1 ay,j—1 ay,j+1 ai,n
M _ |%i-11 Aj—1,5—1 Aj—1,54+1 A;—1,n
2y
ai+1,1 ce Ai+1,5—1 Ai+1,5+1 ce Ai+1,n
an,1 An,j—1 An,j+1 An,n

Le cofacteur d’indice (i,j) dans A est C;; = (—1)"" M,

La comatrice de A est la matrice des cofacteurs :

com(A) = (Civj) (i,5)€[1,n] 2

Th. | > Développement suivant une colonne (une ligne)
Si A= (a;;) € M,(K), alors

Vke [[l,nﬂ , Det(A)= > aixCin= Y ariChi

i€[1,n] i€[1,n]

ou C;; estle cofacteur d’indice (i, 7).

4. Attention : ne pas confondre |q

= Det ((a)) avec la valeur absolue...
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1 2 3 4
1 2 3 a b ¢
2 3 4 5
Test 719 Calculer les déterminants |2 3 4let |p ¢ ¢f et
3 4 5 6
3 4 1 c a b
4 5 6 7
28.4.2 Techniques de calculs
Déterminants d’ordre 2 ou 3
x 2
° =xy —ya (A savoir par cceur.)
y v
e Regle de Sarrus 5 (Ordre 3 seulement. Cette régle est non généralisable).
T x/ x//
y y, y,, _ (xy’z” +yz/x//+2$/y//) o (zy/x” —l—:vz’y” —&-yw’z”)
5 Z/ ZN | ' pn | |z 2z 2z |
I | | 2
ly v " ly v 3"
N N | [
| 2 zl Z" | | z zl zll |
NN v
x ml ml’ x wl wll
N A
y yl yll y yl yll
Manipulations élémentaires souvent utilisées pour

e faire apparaitre des 70" (afin de développer plus facilement).
e trouver des facteurs.

e pour obtenir un déterminant de forme connue.

Faire apparaitre une ligne ou une colonne comportant un maximum de zéros puis
développer le déterminant par rapport a cette ligne ou colonne.

1 0 1 1 3
1 2 1 2
1 2 3 4 5
Test 720 01 1 1
2 3 4 5 6
2 1 1 2
1 -1 3 3 2
0 1 1 3
1 1 3 1 1

5. Pierre Frédéric SARRUS (1798-1861) mathématicien Francais.
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Montrer que les deux déterminants suivants sont factorisables par (z — 1)
1z z* z° T r -1 -1
Test 721 1 1 1 1 z -1 -1 =
a b ¢ d -1 -1 =z x
d v J d -1 =z z -1

28.4.3 Déterminants particuliers

e Le déterminant d’'une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est

ai,n e e al,n
0 . : n
égal au produit des termes de la diagonale : = H Qi
: U : e}
0 0 ann
e Déterminant de Vandermonde©
2 n—1
1 ar ay -+ aj
1 as a22 e a2_1
V(a17a27"' 7an) = = H (aj —(li)
: : : 1<i<j<n
2 n—1
1 a, a) a’,

28.5 Applications

28.5.1 Familles libres, bijections

pour mémoire (propriétés déja connues)

FE est un K-espace vectoriel de dimension n.
e (aj,as, -+ ,a,) € E™ est une base de E ssi  Detg(ay,az, - ,a,) #0

o Ae M,(K) estinversible ssi Det(A) #0
o f e L(E) est bijective ssi Det(f) #0

(4,j,k) est une base de E. Pour quelles valeurs de A la famille
Test 722

<i+()\+6)j+()\+3)k, ()\+2)i—|—)\j+2kz> est-elle liée? (pidge!)

les déterminants permettent un calcul simple d’équations d’hyper-

1: .
Rappe plans vectoriels ou affines.

Test 723 B = (i,7,k) est une base de E.
Former une équation cartésienne du plan vectoriel engendré par (i +j,7 +2k)

6. Alexandre Théophile VANDERMONDE (1735-1796) mathématicien frangais.
Cette notion tres classique n’est pas explicitement au programme.
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CHAPITRE 28. DETERMINANTS

28.5.2 Inverse d’une matrice

Pour toute matrice carrée A € M,,(K) , nous avons A Com(A)" = Det(A) I,

Ainsi,

pour toute matrice A inversible At Com(A)"

(Det(A) # 0)

~ Det(A)

cosf) —sinf
Test 724 Quel est I'inverse de la matrice de rotation d’angle 6 :

sinf  cos6

Utiliser cette méthode pour inverser (si possible)

01 1 1 1

1 1 2 1 0 1 1 1
Test 725

-4 1 -3 1 1 0 1 1

1 0 A 1 1 1 0 1

28.5.3 Application aux systemes de Cramer

Pour un systéme de Cramer ” d’ordre n,
d’écriture matricielle AX = B,

Det(A;
l'unique solution est (z1,---,z,) ou Vie Hl’nﬂ , Ty = Deet((A))

A, étant la matrice obtenue en remplacant la i™€ colonne de A par B.

Note : on peut également inverser la matrice A.

Utiliser cette méthode pour résoudre

r+2y=3

Test 726 r+2y=3
2¢x+3z=0

2z4+3y=0
y—z=2

Montrer que le systéme suivant est compatible, et le résoudre
r+2y—4z—-t =-1

Test 727 —r—y+tz+t2t =3

2x4+y+2+2t =6

3z+y+3z =3

28.5.4 Orientation d’un espace vectoriel

FE est un R-espace vectoriel de dimension n > 1.

Deux bases B et B’ de Esont de méme sens ssi  Detg(B’) >0
de sens contraires ssi  Detg(B’) <0

7. Le programme se limite aux systémes de Cramer. La technique des matrices bordantes est hors programme.
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Sur ’ensemble des bases de F :
e "étre de méme sens” est une relation d’équivalence.
e Pour tout espace E non nul, il y a exactement deux classes d’équivalences.
e Orienter FE, c’est choisir une de ces deux classes.
o Les bases de cette classe sont alors dites bases directes
o Les autres bases sont dites indirectes

o Pour orienter 'espace, il suffit de choisir une base By quelconque.
- Cette base sert de référence.
- Par ce choix, elle est directe.
- Toute base de méme sens est directe.

Remarque

Pour comparer deux bases quelconques Bi et Bs , il est souvent plus com-
mode de les comparer & la base By de référence.

E est orienté par la base (1,7, k) . Dire si les bases suivantes sont directes ou indirectes :

Test 728 ) (k, 4, 1) (=i, k, ) (G+7,7+kk+1)

Test 729 LeAs bases (i+j+k,i—k,j+k) et (i—j—2k,i—2j+k,2i+7—k) sont-elles de
méme sens 7

¢ € GL(E) est un automorphisme direct (ou conserve l’orientation)

ssi pour toute base B de F, B et ¢(B) ont le méme sens
Ceci se produit ssi Det(p) > 0.

Dans le cas contraire, on dit que

© est un automorphisme indirect (ou change l’orientation).
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28.6 Exercices

Permutations d’un ensemble fini

Exercice 1
Montrer que S,, est engendré par les transpositions de la forme (1,7), olt j € [2;n].

Exercice 2

Montrer que S, est engendré par les transpositions de la forme (i,i + 1), ot € [1;n —1].

Exercice 3

Soient 7 et 7 deux transpositions. Montrer que 77’ = Id ou (77')* = Id ou 77" = Id.

Déterminants

Exercice 4

Soit (a,b) € R?; calculer

a+b b (0)
a
D, =
b
(0) a a+bd ]

Exercice 5
Un exercice assez classique :
B est une base du R-espace vectoriel E de dimension 3.  Soit u,u1,us,usz € E .

1. Transformer ¢(A\) = Detp(u; + Au,us + Au,uz + Au)
2. Comment peut-on en déduire Detg(u1,us,uz) sionconnait (A1) et ©(A2) (A1 # Ag) ?

0 1 1
3. Application : sachant que matp(ui,uz,u3) =92 ¢ 1 | déterminer un vecteur u et
2 2 0
deux valeurs particulieres de A pour lesquelles ¢(\) est connu.  En déduire Detg(uy, ug, ug) -
(Vérifiez)
Un résultat classique (et utile...)
1 z xz% ... gt
. 0/271 a/2,2 e e a2’n , )
Soit D(x) = un déterminant d’ordre n.
n1 Gp2 - - an.n

1. Montrer que D(z) € K,,_1[z] .
2. Donner D'(z) (sous forme d’un déterminant d’ordre n).
Quelles sont les dérivées d’ordre supérieur ?
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28.6. EXERCICES

1 z z?

3. Application :  soit P(z)=11 1 1

1 2 3

Montrer, sans calculer P, que P(1) = P'(1) = 0. Qu'en déduit-on ?
Confirmer ceci par un calcul direct de P(x) .

Exercice 7

Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

A|B
Soit la matrice carrée M = ,ou A et C sont des matrices carrées.
0|C
1|7 717
1. Mettre M sous la forme du produit M =
0|7 0 ‘ I

2. En déduire que Det(M) = Det(A) x Det(C)

Exercice 8

Déterminer les réels = et y tels qu’il existe deux matrices A et B vérifiant

5 11 r 14
AB = et BA=

11 25 14 y

Indication : ¢a peut laisser des traces.

Exercice 9

0 2
Soit A = et f, Pendomorphisme de R? canoniquement associé et C la base canonique.

-1 3
1. Montrer que le polynéme P()) = det(A — Aly) possede deux racines réelles distinctes A;
(i=1,2).
2. Pour tout ¢ = 1,2 : déterminer le sous-espace F; = Ker(f — \;Idg), montrer qu’il s’agit
d’une droite vectorielle, dont on notera b ; un vecteur directeur.
- =
3. Vérifier que B=(bq, b
a cette base B?

4. Quel lien y-a-t-il entre les matrices A et D 7 En déduire la valeur de A" pour n > 1.

2) est une base de R2. Que vaut D, la matrice de f relativement

5. Déterminer les expressions des termes des suites (up)neN, (Un)nen OU

Un+1 = 2vp
ug =vg =1 et Vn € N,
Uptl = —Up, + 3u,
6. Résoudre le systeme différentiel :
a'(t) = 2y(t)
y'(t) = —a(t) + 3y
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Soit P, =1+ X —X? P,=3—-X+5X% P;=—-1+2X +3X2

La famille (Py, Py, P3) est-elle une base de Ry[X]?

Soit P, =24+3X -X*, P,=14+X+X% Py=a—- X +aX>
A quelle condition sur a la famille (P;, Py, P3) est-elle une base de Ry[X]?

Calculer les déterminants suivants (forme factorisée souhaitée) :

1. A=

3. A=

Calculer le déterminant de la matrice

Indication : Lj <- Lj — xLji1.

Pour quelles valeurs de x la matrice M est-elle inversible ?

a+b

b

b

b a+b b

b
1 sin(a)
1 sin(b)

1 sin(e)

b

a+b
cos(a)
cos(b)

cos(c)
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28.7. EXERCICES COMPLEMENTAIRES

28.7 Exercices Complémentaires

Exercice 1

Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle de taille n impair est nul.

Exercice 2

1. Montrer que le polynéme P = X2 — X + 1 a trois racines complexes distinctes, qu’on
note a, b et c.

2. Calculer
14+a 1 1
1 1+ 1
1 1 1+c

Exercice 3

Pour chacune des questions suivantes, montrer que les applications considérées sont des endo-
morphismes de I’espace vectoriel F, et calculer leur déterminant.

Lowu:(z,y,2) = (x—y,y+z,2+y+2), E=C3
x+1
2. v: P Qo Va € R, Qz) :/ P(t)dt, E = R, [X].

3. w: P (X? = 1)P' = 3(X +3)P, E = R3[X].

Exercice 4

Calculer les déterminants suivants (pour a, b, ¢ réels ou complexes quelconques) :

1 1 1 a b ab 1 a be
a b c a ¢ ac 1 b ac
b+c c+a a+b c b be 1 ¢ ab

Exercice 5

Déterminant circulant
Soient (ag, ...,an—1) € K™, et M la matrice de coefficient m; ; = a;_; sii < j, et m; ; = anqj—i

2T ) .
sinon. Soit w = exp (), et U la matrice de coefficient général u; ; = wE=DE=1),
n

1. Ecrire les matrices M et U pour n = 4.

2. Calculer MU pour n = 4 puis pour n quelconque.
3. En déduire Det M sous forme factorisée.
4

. En déduire une factorisation de a® + b® + ¢ — 3abe.

Exercice 6

Soit n € {2;3} et A € M, (R) telle que A*> — A+ I,, = 0. Calculer A% et en déduire Det A.

Exercice 7

Page 441 Alain Couteele et Mélissa Bailloeuil



CHAPITRE 28. DETERMINANTS

Soient, pour n € N*,

1.
2.
3.

GL}(R) = {M € GL,(R)| Det M > 0}

GL; (R) = {M € GL,(R) | Det M < 0}

SLn(R) = {M € GL,(R)| Det M =1}

Montrer que SL,(R) est un sous-groupe de (GL,(R),-).
Montrer que GL; (R) également.
En est-il de méme de GL,, (R)?

Exercice 8

Polynéme caractéristique et diagonalisation Soit A € M, (K). On note x4 le polynéme
associée a la fonction polynomiale A — Det(A — AI,) (il est appelé le polynéme caractéristique

de A).

1. Montrer que, si n =2, x4(X) = X? — (trA)X + Det A.

. Montrer que x4(A) = 0 pour n = 2 (théoréme de Cayley-Hamilton, vrai en fait pour

toute valeur de n).

. On dit que X est valeur propre pour A §’il existe X € M, 1(K) \ {0} tel que AX = \X

(X est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre ). Montrer que les valeurs
propres de A sont exactement les racines du polynome caractéristiques de A.

Soit X1, Xo, X3, ..., Xi k vecteurs propres de A associés a k valeurs propres distinctes
A1, A2, Az, .oy Ak Montrer que la famille (X1, Xo, ..., Xi) est libre. On pourra utiliser le
déterminant de Van der Monde.

. On suppose que x4 est scindé a racines simples. Montrer qu’il existe D diagonale et P

inversible tel que A = PDP~! (on dit que A est diagonalisable).

Exercice 9

Calculer les déterminants suivants avec a € Ret s; € R :

a 1 0 0 S1 S1

1 a 1 S2 S2

Dp=10 1 a 0 Dy = 53 $3
1

0 0 1 a s1 S22 83 Sn
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