Chapitre 25

Fonctions de deux variables
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Les fonctions considérées ici sont définies sur
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\’“:éf;f‘ Tl ™ Ce chapitre se généralise aisément auz fonc-

(notée

tions de 8 variables.
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25.1 Parties ouvertes de R?

Les opérations sur les ouverts, ainsi que les notions de partie fermée, de voisinage,

d’intérieur et d’adhérence d’une partie sont hors programme.

En notant a un élément de R?, on sous-entend que a = (ay,as) avec a; et as des réels.
On rappelle que R? possede une structure de R—ev sur lequel on définit une norme euclidienne

par :
=/af +a3

a

Une boule ouverte de centre a € R? | de rayon r > 0
—_— o~
est Uensemble B(a,r) = {x eR? | ||z —all < r} /”‘/ \\\
! \
Une partie ouverte de R2 est un sous-ensemble E de R? ,’ //‘
qui vérifie Vae E, 3r>0 B(a,7) CE ‘\E\___/’/
(On dit que E est un voisinage de chacun de ses points.)

. 2
Montrer qu’une boule ouverte est une partie ouverte de R”.

Test 656 Montrer que le complémentaire de la boule fermée {x cR? | 2 —all < r} est une

partie ouverte de RZ.

Test 657 Montrer que, si F et F' sont deux parties ouvertes de R?, il en est de méme pour EUF
et ENF.
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CHAPITRE 25. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

25.2 Limites, continuité

25.2.1 Fonctions de deux variables

Une fonction réelle de deux variables réelles est
une application f: E—-R ot FECR?

Muni des opérations usuelles (+, -, X)
F(E,R) est une algebre commutative non integre.

A tout point a = (a1, a2) € E, on associe les ”traces sur E” des
droites d’équations x =a; et y = as .

Ce sont les ensembles

El{meR(x,ag)eE} |

E2={y€R(a1,y)eE} '

Les applications partielles ' associées & f € F(FE,R) au point a = (a;,az) € F

F — R
sont les applications  f(-, az)

x = fx,a9)

E2 — R
f(ah')

x = fla,z)

Déterminer les ensembles de définitions, puis les applications partielles en (0,0) de  f :

Test 658 (,y) = zy et g:(x,y) — sin(z) In(l+z+y?)

25.2.2 Limites
La notion de ”limite en a” n’a de sens que si E contient des points arbitrairement proches de
a, c'est-a-dire quand Ve >0, 3z € E— {a}

x —al| <€.SiE est ouvert, cette condition

est vérifiée.

Important: ’ Désormais, on supposera f définie sur un ouvert E contenant a.

f € F(E,R) admet une limite finie { en a ssi

Ve>0,3an>0,VazelE, ||z—all<n=|flzx)—L|<e

On note | limf=¢| ou lim f(x)=¢

r—a

f € F(E,R) admet +o0o pour limite en a ssi

VAER,In>0,VaeelE, |z—all<n= flz)>A

On note | lim f = 400 | ou lim f(z) = 400
a T—a

f € F(E,R) admet —oo pour limite en a ssi

1. On dit aussi ” fonctions partielles ”
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25.2. LIMITES, CONTINUITE

VAeR,In>0,VaxeF, <n= flx)< A

T—a
On note | lim f = —o0 ou lim f(z) = —o0
a r—a
Remarques : comme pour les fonctions d’une

variable
e on peut utiliser des inégalités larges

et/ou |f(z) —¢] <e, etc.
e Quand elle existe, la limite est unique

z—all <N

e Les résultats sur les limites restent valables
(opérations, ordre, ect.)

e Il en est de méme pour la ”limite séquentielle”.

Un outil

max (|m|, \y\) < (:r,y)H < V2 max (|x|, |y|)

Ceci permet de traiter séparément = et y :

@ <1 (< e <)

n n
T < — et < = <n
(i< 2 et i< 2) = [ o
ce qui revient & utiliser la norme || (g, y)H = max|z|,|y| )
oo}

Test 659 ‘ Trouver, si elle existe, la limite en (0,0) de  (z,y) — z sin v ‘
x

Th. | > Limite et applications partielles

Si fe F(E,R) admet une limite £ en a = (a1,as) € E (limite finie ou infinie) alors
les fonctions partielles admettent la méme limite en ay et as .

hmf(a a/2) =1l

limf(alv ) =/

lim f=(=

(a1,a2)

Attention : la réciproque est fausse.

Remarques :
e Ceci permet souvent de déterminer la valeur de la limite de f en a
(si cette limite existe)

e La réciproque est fausse : f(z,y) = et a=(0,0) :

Ty
o Les deux fonctions partielles en (0,0) ont la méme limite ¢ =0
o Pourtant, f n’a pas de limite en (0, 0).
1
T2

En effet : f(z,x) ne tend pas vers 0 quand =z — 0.

1. Rappeler les formules trigonométriques de sommes en produits.
2. Soit f: (z,y) — Sz +siny . Déterminer son ensemble de définition.
Test 660 Tty
3. Déterminer la limite en 0 de chacune des applications partielles de f.
4. Montrer que cette limite commune est celle de f en (0,0).
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CHAPITRE 25. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

25.2.3 Continuité

f est continue en a € E ssi  lim f = f(a).
a

f est continue sur F ssi  f est continue en tout point a € F

Onnote | f €C(E,R) ou | feCE,R)

Les résultats sur les limites finies montrent que :
e les résultats sur la continuité restent valables (somme, produit, quotient, etc.)

e muni des opérations usuelles :
o { f € F(E,R) | f continue en a} a une structure d’algebre commutative.

o C(E,R) a une structure d’algebre commutative (non integre).

e Composition :
cECR2L T %R et acE

§ f continue en a

© continue en f(a)

= o f continue en a

O(,Ol:I—)El,@22]—)E2,f:E1XE2—>R et to el

1 et o continues en ty

=t f <(p1(t)’¢2(t)) continue en tg
f continue en (@1(t0)7@2(t0)>

e Si f est continue en a = (a1, az) alors les applications partielles en a sont continues en a1 et ag

(sous réserve qu’elles soient localement définies ?).
Attention : la réciproque est fausse.

Th. |> Continuité des projections canoniques

Les applications (z,y) — = et (z,y) — y sont continues sur R?.

ﬁ Intérét

Ce sont les projections canoniques

Ceci permet d’établir rapidement la continuité de la plupart des fonctions.

Justifier que les fonctions suivantes sont continues sur leur ensemble de définition :

Test 661 fi(zy) — a4y g:(z,y) = xsin(y) +In(z +y?)

Test 662 Ensemble de continuité de f : (z,y) — = sin% siz#0 et f(0,y)=0.

2. Exemple :

en (0,0), la fonction f: (z,y) — +/(y —2z)(z — 2y) est continue,
mais les fonctions partielles en ce point ne sont définies qu’en {0}.

N
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25.3. DERIVEES PARTIELLES

25.3 Dérivées partielles

25.3.1 Dérivées selon un vecteur
f € F(E,R) ou E est un ouvert de R%.  u est un vecteur de R?

La dérivée en a suivant le vecteur u  notée | D, f(a)

est, si elle existe, la dérivée en 0 de ¢, :t — f(a+tu).

Remarques
e Si u=0, po est constante et définie sur R.

e Siu # 0, E étant un ouvert, il existe une boule ouverte B(a,r) incluse

dans E. La fonction ¢, est au moins définie sur } __r r [

o Sielle existe : Dy f(a) = ¢, (0) = lim

1
Soit la demi-sphére (z,y) — 1 —22—y? et a= (5, 0) . Calculer les dérivées en a sui-

Test 663 vant les vecteurs (1,0), puis (0,1) puis (1, 1) . Pouvez-vous confirmer géométriquement
ces résultats.
Propriétés : si f et g admettent des dérivées en a suivant u

o f+gaussiet Dy(f+g)(a)=Dy,f(a)+ Dyg(a)
e Afaussiet Dy(Af)(a)=AD,f(a)
e fgaussiet Dy(fg)(a)=D,f(a)g(a)+ f(a)Dy,g(a)

1
e si f ne s’annule pas sur E alors 7 aussi et D, —(a) = —

esi ¢: f(E) = R est dérivable en f(a), alors ¢o f admet des dérivées selon u en a, et

Do f)a) = ¢’ ( f(a)> Duf(a)

25.3.2 Dérivées partielles premieres

E — R
Les dérivées partielles de f : en a = (ay,as) sont

(x1,22) = f(z1,72)

of ; e _
a—ml(a) ou| Dyf(a) |ou| fi, (a) dérivée en a selon u = (1,0)

c’est la dérivée en aj de la fonction partielle f(-,az2)

of / i _
8—@(@) ou| Dyf(a) |ou| f7. (a) dérivée en a selon u = (0,1)

c’est la dérivée en as de la fonction partielle f(a1,-)
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CHAPITRE 25. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Notes :
e le”1” de D;f désigne la dérivée selon la premiére place (ou variable)

. 0 . . a2
e La notation —f s’adapte suivant les notations utilisées.

oz

. 0 0 0
pliquent a—xl(f +g) = a—xlf + C,ng, ete.

ZIf(EIf,y).

e Comme ce sont des dérivées selon un vecteur u, les propriétés usuelles s’ap-

e Ces dérivées indiquent les pentes des tangentes des sections de la surface

Test 664 | Exprimer (quand elles existent) les dérivées partielles de fg et de g .

_ry
x24y?
tout point de RQ, f admet des dérivées partielles qu’on calculera.

Test 665 f est définie par f(z,y) =

si (x,y) # (0,0,) et f(0,0) = 0. Montrer que, en

25.3.3 Fonctions de classe C!

. f € F(E,R) est de de classe C' sur louvert £ C R? ssi
E Important: f admet des dérivées partielles en tout point de a € E

et les fonctions dérivées partielles D f et Dof sont continues sur F

Test 666 ’Montrer que (x,y) — z+7y et (z,y) — zy sont de classe C' sur R”.

Propriétés :  d’apres les résultats précédents (continuité et dérivées selon u)

e | C'(E,R) a une structure d’algébre commutative ‘ (non integre)

1
e Si fcCYE,R) nes’annule pas sur E, alors 7 € C'(E,R)

fecCl(E,R)

peC! (f(E),R)

e Les projections canoniques (x,%) — z et (z,y) — y sont de classe C' sur R2.

= ¢ofeC'(ER).

% (tout ceci permet de montrer rapidement qu’une fonction est de classe C1)

Th. | > Développement limité d’ordre 1 (?)

Si f est de classe C' sur E ouvert de R2, alors,
pour tous points a = (a1,a2) et x = (x1,22) de E

of

£(0) = 1)+ (01— ) 5 0) + (52— a2) 50 (0) + o — | <(0)

r—a

Tr—a

Th. | > Corollaire

Une fonction de classe C' sur E est donc continue sur E.

3. La démonstration est hors programme.

avec lime(z) =0

Lycée Chatelet, Douai, 2024-2025
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25.3. DERIVEES PARTIELLES

Th. |> Conséquences sur les dérivées selon u

Si f est de classe C! sur E ouvert de R?, alors,
pour tout point a € E et pour tout vecteur u = (u1,us) € R?
f admet une dérivée en a selon u et

af of
D = Uy —— L
wf(a) = 5 (a) +uz o (a)
L’application w — D, f(a) est une forme linéaire sur R2.
Dytavf(a) = Duf(a) +ADyf(a)

Th. |> Plan tangent a a la surface I' d’équation z = f(x,y)

i
> Soit le repere R = (0, i, j, k)
> Soit f de classe C* sur E ouvert de R?, au point mq (2o, yo)

> Soit ' la surface représentative de f dans R autrement dit

I'={M(x,y,z) tel que z = f(z,y) et (z,y) € E}

> Soit MO( :Eo,yo,zo) e I avec zg = f(xo,y0)
——
= mo

Alors I" admet en ce point des tangentes dans toutes les directions et toutes ces tan-
- 0 -+ = 0 —

gentes forment le plan P (My, ¢ + 8—f(m0) ~k,j+ a—f(mo) - k). Cest le plan tan-

€z Y

gent a I' en My, d’équation :

(z — xO)%(mo) +(y — yo)%f(mo) — (2 —20) =

e La section de r par le plan
- = —
P(My, k,a i +0bj) passant par My et orienté
——
:7ié>6>
- =
par les vecteurs k et a @ +b j est une courbe qui ad-

%
met une tangente en A dirigée par u + D, f(mo) k
Cette droite est une tangente a I' en M,

e Toutes ces tangentes sont dans le plan
P, 7T+ L me) 7T+ 2L me) - B
05 or 0 )y J By 0

%
passant par M et dirigé par 74— g(mo)' k

5 ox
et 7 + —f(mo) e

dy

Ce plan est le plan tangent a I' en M,

Former 1’équation du plan tangent en (a,b) & la surface d’équation z=1— /z2 +y?2.
Test 667 Montrer que tous ces plans passent par un point fixe.
Quelle est la nature de cette surface 7
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CHAPITRE 25. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

25.3.4 Notation différentielle

Si f est de classe C' sur F, le DL, (a) peut s’écrire

0
f(a—|—h)=f()—|—h1afl()+h2 (H H)
Important: = dfa(h)
La différentielle de f en a  notée | df(a) ou
af

est Papplication R? — R, h = (hy, hy) — hy %(a) + ho 2

Remarques :
Si f est de classe C* sur E :

afalh) = Drf(@) = b 9L (@) + ha gL (@)

e En notant les projections canoniques :

Vac€ E,VheR?, df.(h) = aa—f(a)d (h)—&-%(a)dy(h)
Vae B, dfo= gl @de+ 2L @)y

La différentielle de f est 'application :

df :a — df,, E — L(R* R)

et les notations
of af
df = 6371 d + 872 et df(a)

25.4 Notion de gradient

Si f est de classe C! sur E, df, est une forme linéaire sur R? autrement dit appartient &

L(R? R).
)

1l existe donc un unique vecteur u, € R? tel que V h € R?, df,(h) = ( U

E — R?
le gradient de f est ’application, </f:

a = Ug

eVacE,VheR?, ( v f(a)

h )=dfa<h>——(>h1+§—’;< ) ha

e dans la base canonique B

N vi@=(Lw, L)

T2

e 7 f(a) est est la notation officielle.

— —
Certains auteurs utilisent les notations o f ou W of ou v f(a)
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25.5. DERIVEE D’'UNE COMPOSEE

u)=DJw> H

Important: dfa(u) = < v f(a)

Propriétés: f,gc C'(E,R), AcR
e V(f+Ag)=v(f)+Av(g) (linéarité)
e v(fg)=v(fg+f (g

Interprétation géométrique :

Soit f € C'(E,R) et I, surface d’équation z = f(z,v)
oo

dans R=(0, i,j,k).

En tout point A(xa,¥Ya,2q) €T

le vecteur </f(%4,y.) indique la ligne de plus grande

pente de I’

Application au DL d’ordre 1 :

Si f est de classe C! sur E ouvert de R?, alors,

pour tous points a = (a1, as) et © = (r1,22) de E

x—a)+

e(x)

Tr—a

ﬂ@Zﬂ@+(vﬂ@

avec lime(z) =0
Tr—a

25.5 Dérivée d’une composée

> Dérivation de I -%» F -1, R

Sip:t— <<p1 (t), 802(75)) est de classe C! sur I'intervalle T
et f:a=(r1,22) — f(x1,72) est de classe C' sur F ouvert de R?

alors Y = fop:t — f <Qp1(t)’<p2(t)> est de classe C! sur I et

Viel, ¢'(t)= % <<p(t)> e1(t) + a% (gp(t)) p5(t) = ( Vfe(t) | ¢ (2) )

Notes :
o Cette formule est facile a retenir. Il suffit d’appliquer a chaque variable

intermédiaire la classique dérivée d’une composée :

%f (x(t)) = <x(t)) ' (t)

e Dans la pratique, on allege parfois les notations en écrivant

»(t) = f(z1(t), 22(t))
qu’on dérive en ¢’ = %(m) i+

e mais il ne faut pas oublier que
T, Th et x sont des fonctions de t.

871:2(1')332
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CHAPITRE 25. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Exemple
On retrouve la dérivée du produit p:t +— wu(t)v(t) comme composée

t (u(t),v(t)) = f <u(t),v(t)> ot f(u,v) =uv

P = 2wy w@)+ W) vi= u=u 4wy
——

=v

(noter I’abus de notation : on indique u et v au lieu de wu(t) et v(t) .)

- . . t —t N _u
Test 668 Dériver la composée ¢ :t — f(e',e” ") ou f(u,v) = .
Vérifier en dérivant directement .

La ligne de niveau est la courbe d’une fonction ¢ définie sur un intervalle I & valeurs dans
R? telle que o(t) = (z(t),y(t)) vérifie

Viel, f(z),y(t) =C

Th. |> Gradient et lignes de niveau

Soit f € CY(E,R) et T, surface d’équation z = f(z,y) dans R = (O,_i> ?
En tout point A(Z4,Ya,24) €T

le vecteur </ f(zq,y,) est orthogonal a la ligne de niveau

—
J

).

)

)

dérivation de E - F LR

Si g:(z1,22) — gl(x1,$2),g2($1,x2)> et f: (ui,uz) — f(u1,us) sont de classe C' sur les
ouvert F et F de R2, alors
h=fog: (x1,22) — f( g1(x1,22), g2(x1, 22) ) est de classe C! sur F et
——— —_— ——

T Ul u

S—Z(x) - g—ufl (g(x)) g—ffl(w) + aa_;; (g(m)) g—fcﬁ(@

@)= 5 () G2+ 5 (o)) G2

VxeFlE

Note
La encore, on simplifie les notations en

(@) = he9) = £ (u(o.).002.9))

Oh _ Of du _f dv Oh _ Of du _df dv

se dérive en = — et aiy =5 By 5 3y

dx  Ou 9z ' Bv Ox

(avec les mémes dangers : les compositions n’apparaissent pas.)

Retour a la notation différentielle : indépendance des notations...
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25.6. EXTREMUM D’UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES

Si z=f(z,y)=f (x(u,v)y(u,v)) = g(u,v) (f,9,u,v de classe C')
of of dg dg
1 — — -7
alors  dz dx + ydy udu+ vdv

25.6 Extremum d’une fonction de deux variables

La fonction f:E — R définie sur E C R? présente :
e un maximum absolu en a € F ssi Vz, z€FE = f(z)

f(a)

<
e un minimum absolu en a€ E ssi Vz, z€FE = f(z) > f(a)

e un extremum absolu en a € F ssi
f présente un maximum ou un minimum absolu en a.
e f présente un maximum local en a (resp. minimum, extremum) ssi
3r >0, flenB(a,) Présente un maximum absolu en a (resp. minimum, extremum).

Th. | > Point critique

Soit f de classe C' sur E ouvert de R?.

f présente un extremum local en a € E = g(a) = g(a) =0
or oy

Attention
e la réciproque est fausse (voir le contre-exemple).
e Ceci n’est valable que pour un ouvert de E .
(ou en un point situé dans E, intérieur de E)
Of (= 9F
= %y

FE vérifiant ——
e g € E vérifian 8x(a)

Les extremums sont donc soit des points critiques, soit ”sur les bords” de
I’ensemble de définition.

(a) =0 est appelé point critique .

Contre-exemple
Le plus classique :

f:(z,y) = z? —y? est de classe C' sur R,

0(0,0) est un point critique.

Pourtant : Ve >0, f(e,0) > f(0,0) et f(0,e) < f(0,0) montre que f ne
présente pas d’extremum local en O.

T +y 2

Test 669 Quels sont les extremums locaux de f: (z,y) — +————— 7
3 tx?+y?

Se méfier des intuitions...

Soit f de classe C' sur E ouvert de R” contenant I'origine O(0,0) .
e Montrer que, si f présente un minimum absolu en O sur F, alors,
Vu#(0,0), pu:t+— f(tu) présente un minimum local en 0.

Test 670 o [ est définie par f(z,y) =y (y—2z7).
o Montrer que : ¥V u # 0, ¢, présentent un minimum local en 0
o f présente-t-elle un minimum local en O ?

o qu’en déduisez-vous ?
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CHAPITRE 25. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

25.7 Exercices

Ensemble de définition et lignes de niveaux
Représenter les ensembles de définitions des fonctions suivantes :
1. f(z,y) =In(2z + y — 2)
2. f(z,y) = 1-ay
- flzy) = Infy — =)

1
4 fla,y) = ———————t VA — a2 — 2
fz,y) e 1 y

w

Exercice 2

Représenter les lignes de niveau k pour les fonctions suivantes :
1. fz,y) =y aveck=—let k=1

z? +y4
2. f(z,y) =

———avec k=2
8 — x292

3. f(z,y) = sin(xy) avec k = %

Calcul de limites

Exercice 3

1. Montrer que si z et y sont des réels, on a : 2|xy| < 2% + y*.
PR T 2 o 322 + xy
2. Soit f lapplication de A = R\ {(0,0)} dans R définie par f(x,y) = ————=. Montrer

que, pour tout (z,y) de A, on a :

If(z,y)] <4

e

3. En déduire que f admet une limite en (0, 0).

Exercice 4

Les fonctions suivantes ont-elles une limite (finie) en (0,0) ?

. 1
L f(z,y) = (z +y)sin <M>

2?2 —
2. ==_°
f(‘ra y) 2 T y2
|z + yl
3. =
fly) = 5 Y
Continuité

Exercice 5

Démontrer que la fonction f : R? — R définie par

202+ -1 siz?+yi>1
flz,y) =

22 sinon
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25.7. EXERCICES

est continue sur R2.

Exercice 6

Soit f : R — R une fonction de classe C?.
On définit F : R* — R par

-1 L,
F(:E,y) = Ty
' (x) sinon

Démontrer que F est continue sur R

Dérivées partielles

Exercice 7

1. Soit g une fonction réelle de classe C'! sur un ouvert V de R? contenant au moins le cercle
unité et a valeurs dans R.
Montrer que

¢t — g(cos(t), sin(t))

est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2. On pose f: (z,y) — cos(x +y) et g : (z,y) — (z + y,xy) Montrer que h = f o g est de
classe C* sur R? et calculer ses dérivées partielles.

Exercice 8

Soit

f:(z,y) = arctan(z) + arctan(y) — arctan <1gc +y )
—zy

1. Montrer que le domaine de définition D de f est la réunion de trois ouverts de R?.

2. Montrer que f est C! sur D, et calculer ses dérivées premiéres.

Exercice 9

On consideére les ensembles D et D de R? définis par :

D= {(z,y) eR* 22> +y* — 2y < 1}

D={(z,y) eR*,22° +y* =2y < 1}

On considere la fonction
f:R?2 SR, (z,y) — z%e¥

1. Représenter I’ensemble D.
2. Déterminer les points critiques de f sur D.

3. Déterminer les minima de f sur D.

Soit la fonction f définie sur R? par :

o) e W st (z,y) # (0,0)
T,y

0 sinon

1. Montrer que la fonction f est continue sur R2.
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2. La fonction f est-elle de classe C' sur R??

Soit la fonction f définie sur R? par :

2 .2
R V) i @) £ 00)
\TL,Y

0 sinon

1. Montrer que la fonction f est C* sur R* — {(0,0)}.
2. Etudier f en (0,0).

Soit a € R.
1. Déterminer toutes les fonctions f de classe C' sur R? telles que
0% f

0a?

82
() — 43?,ch (z.9) = a

On utilisera le changement de variables
(u=2x+y,v=22—y)
2. A quelles conditions sur les réels A et y, la fonction f définie sur R? par

f(z,y) = A(cos(2z) + sin(2z)) (sin(y) + cos(y))

.232 y2
" <4 B 16)

est-elle solution de ’équation précédente 7

Soit (S) la surface d’équation cartésienne

o 2xy
x2+y2

V3

Déterminer l'intersection de (S) avec son plan tangent au point A(1, /3, 7)
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25.8. EXERCICES COMPLEMENTAIRES

25.8 Exercices Complémentaires

Exercice 1

Soit
R?*\ {(0,0)} — R
sin(zy)
@9 = o)

Montrer que
lim  f(z,y) =0

(z,9)—(0,0)
On considere f : R — R définie par :
IV () £ (0,0)
flay) =4 v 7 7

0 st z=y=0

Montrer que f est continue sur R?.

Exercice 3

On considére f : R> — R définie par :

oy =) T @900
T, Y) =

0 st z=y=0

f est-elle de classe C! sur R?*?

Exercice 4

Montrer que 'application f : R? — R définie par :

73

2 2
flay)=q &Y
0 st z=y=0

est continue sur R?, admet en (0,0) des dérivées selon tout vecteur mais n’est pas C'.

Exercice 5

Déterminer les extrema locaux de la fonction f définie sur R? par :
V(z,y) € R?, fla,y) =2 +y* —4(z —y)°

Montrer ensuite que f posséde un minimum global sur R%. En quels points ?

Page 399 Alain Couteele et Mélissa Bailloeuil



CHAPITRE 25. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Lycée Chéatelet, Douai, 2024-2025 Page 400



