Chapitre 21

Matrices

21.1 Espace vectoriel M,, ,(K)

. (Mm w(K), +, ) est un K-espace vectoriel
e [’élément neutre est la matrice nulle

e Il est de dimension n x m, de base canonique la famille ( E,,

1<pm
1<q<n
U = R ) 1
o Fpa = (eiJ) 1<i<m avee  €ij = 51,1’ 6]4] (voir %)
1<j<n
Test 578 Donner une base du R-espace vectoriel de dimension 4 M2 2 (R) .
Donner une base du R-espace vectoriel de dimension 8 M2 2(C) .
. 2 4 2 3 1 7 5 »
Test 579 Montrer que la famille est liée dans
3 4 1 5 4 2 17 9
M3 2 (R)

Th. |> La transposition est une symétrie de M,,(K)

Ainsi on a les propriétés suivantes :

T
oV A Mpyn(K), <y> —A

eVABEMp,(K), (A+B)T" = 4"+ BT
eVAEMpaK), VAeK, (AA)T =xA4aT
MnL,n(K) — Mn,m(K)
Ainsi :  T'application est linéaire

A > AT

Th. |> SEV des matrices symétriques et antisymétriques

Si K est un sous-corps de C, alors les sous ensembles S, (K) et A,(K) des matrices
carrées d’ordre n, symétriques et antisymétriques sont supplémentaires dans M., (K)

| Ma(K) = 8u(K) & Au(K) |

1. 0 est le symbole de Kronecker.
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CHAPITRE 21. MATRICES

21.2 Famille de vecteurs et application linéaire

Matrice d’une famille de vecteurs :

B=(e1, - ,en) est une base du K-espace vectoriel £
F = (u1,---,up) est une famille de vecteurs de E.
La matrice de F relativement a B est

a/l,l cee a17p
n

on Vje€ [[171)]] , Uj = Zak,j ex
k=1

an’l N an’p

Th. |> Matrice d’une application linéaire

B=(e1, - ,em) est une base du K=espace vectoriel E
C = (f1, -+, fn) est une base du K=espace vectoriel F’
La matrice de f € L(E,F) relativement aux bases B et C
est la matrice de f(B) relativement & C, soit

ail v Aim
matgc(f)=A=] : : ou Vje Hl,mﬂ fle) = ar; f
k=1
Qn,1 e An,m
% Th. |> Matrice d’une application linéaire : calcul de ’image

Soient ¥ dans E et «’ dans F, image de v par l'application linéaire f.
1 x]

%
Notons Up = et Uc=1 : les coordonnées respectives de U et v dans les

bases B et C.

’ matg,c(f) U =U¢ ‘

le calcul : Vi€ Hl’nﬂ , x; = Zai,k Tk
k=1

Lorsque E = F, il est possible (mais pas obligatoire) de prendre B = C.
On note alors matg(f)

X
Soit f définie sur Ro[X] par P(X) — / P(t)dt.
0

Quel est 'ensemble d’arrivée 7
Former la matrice de f dans les bases canoniques.

Test 580
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21.2. FAMILLE DE VECTEURS ET APPLICATION LINEAIRE

Test 581

Test 582

Test 583

-1 2
Soit f € L(E) de matrice A = dans la base (e1,e2) .

—4 5
Quelle est la matrice de f dans les bases

(e2,€1)? (—e1,e2)? (e1+e2,e1 —e2)? (e1+ ez, e1+2€2)?

f € L(F) a pour matrice A= |9 1 1| relativement & la base (i,j,k) .

1 1 2

Déterminer 'image et le noyau de f.

3 -1 0
fe E(RS) a pour matrice A=|_1 9 _1 | relativement a la base canonique B
0o -1 3
de R®.
e Calculer les images des vecteurs us = (1,—1,1), u2 = (0,1,1),
uz =(2,2,1), ua =(1,0,-1), us =(1,1,1), ue =(1,2,1).

e Repérer trois vecteurs u;, 1 <7 <6 tels que (Ui7 f(uz')) est liée.

o Ces vecteurs forment-ils une base de R>?
Dans I'affirmative, donner la matrice de f dans cette base.

Cas particuliers :
e ceci détermine une bijection fondamentale entre M,, ,(K) et LK™, K")

e et donc une bijection fondamentale entre M,,(K) et L£(K™)

e ainsi qu'entre M, 1(K) (matrices colonnes) et K"
e et entre My ,,,(K) (matrices lignes) et (K™)* (dual de K™)

Addition :

si B,C sont des bases de E, F' de dimensions respectives m,n

’ matgc(f) +matsc(g) = matsc(f +g) ‘

Multiplication externe :

si B, C sont des bases de E, F' de dimensions respectives m,n

[Amatss o) = mats (A f) |

e Composition :

si B,C,D sont des bases de F, F, G de dimensions respectives p,n, m

’ mate p(f) x matgc(g) = mats p(fog) ‘

> Isomorphisme d’espaces vectoriels entre M,, ,,(K) et L(E,F)

Si F et F sont deux K=espaces vectoriels de dimensions respectives m et n, de bases
respectives B = (e1, -+ ,em) et C = (f1,---, fn) alors 'application :

¢: LB, F) = Mypm(K), fr matgc(f)

est un isomorphisme.
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CHAPITRE 21. MATRICES

Remarque : ceci prouve que dim (C(E, F)) = dim(E) x dim(F)

e Cet isomorphisme permet de transformer & volonté un probléeme matriciel en un probleme sur
les applications linéaires (et inversement).

21.3 Matrices inversibles

21.3.1 Interprétations

Soit A € M, (K)
e par des applications linéaires

A =matpc(f) A inversible < f bijective
e par des familles de vecteurs
A = matpg(u1,u, - ,Up) A inversible < (u,ug,- - ,uy,) est libre

21.3.2 Premieres propriétés
Th. | > Régularité et inversibilité
Soit A € M, (K).

A est inversible a droite < A est inversible a gauche < A est inversible
& A est réguliere a droite < A est réguliere a gauche < A est réguliere

Conséquence :

on peut dire indifféremment A est inversible ou A est réguliére

Th. | > Régularité d’un produit

% Pour toutes matrices carrées A, B € M,,(K)
A B est inversible & A et B sont inversibles

(et, bien stir :  (AB)"'=B7tA™!)

En général, dans un anneau : A B inversible A A et B inversibles.
Test 584 | Fournissez un contre-exemple dans I’anneau des applications de R[X] muni des lois ad-
ditives et de composition : on pourra penser aux applications dérivation et intégration.

"

21.3.3 Matrice de passage

La matrice de passage 2 de la base B vers la base B’ est

la matrice des vecteurs de B’ exprimés relativement a B.

a1 a1 .n ol BZ(QW"&n)

PE’ = matg(B') = matg g(Id) = | : : B' = (e}, eh)

n
et Vije Hl’nﬂ s e; = Z ag,j ek
k=1

an,1 An . n

2. On dit encore ”matrice de changement de bases”.
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21.3. MATRICES INVERSIBLES

Important: les colonnes sont le

exprimées dans ’ancienne base B.

Pg/ = matB(B') = matg/ﬁ(Id)

s coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B’

Propriétés :

e Une matrice de passage est réguliere

e Réciproquement, toute matrice réguliére est une matrice de passage

o P8 = matz/ g(Idg)

e changement de base inverse :

double changement de base :

Utilisation des matrices de passage

pour un vecteur :
U =PEU

pour une application linéaire :
B _ pC 4B pB’

pour un endomorphisme :
B _ pB 4B pB’
A !’ — PB/ AB PB

-1
()

B et B’ bases de Ef
U matrice colonne du vecteur u relativement & B
U’ matrice colonne du vecteur u relativement & B’

B et B’ bases de E,

C et C’ bases de F,

A matrice de f € L(E, F) relativement a B et C
A’ matrice de f relativement & B’ et C’

B et B’ bases de E
A matrice de f € L(FE) relativement a B
A’ matrice de f relativement & B’

Dire que deux matrices A et A’ sont des matrices équivalentes signifie qu’elles représentent

la méme application linéaire dans des bases différentes.

A'=PS, APE

Test 585 Trouver une base de R? dans

Vérifier en utilisant la matrice de passage.

laquelle la famille ((1, 2), (3, 4)) a pour matrice

3 -1 1
A=10 2 o0of etlam

Test 586 1 -1 3

B/ = (61

Donner sa matrice relativement a la base

Vérifier en calculant directement les images de e, ez et es .

atrice de f € £(R®) relativement & la base canonique B.

,€2,€3) = ((170, —1),(0,1,1), (1,0, 1))
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CHAPITRE 21. MATRICES

21.4 Rang d’une matrice

21.4.1 Définition
Pour A € M,, ,(K), on pose :
Ker A ={X e M,1(K)|AX =0,1}
Im A = {AX, X € M, (K)}

Ce sont des sous-espaces vectoriels de M, 1 (K).
Quitte & identifier les matrices colonnes de taille p et n aux vecteurs de KP et K", on peut dire
que Ker A et Im A sont le noyau et I'image de I’application linéaire canoniquement associée a A.

/j Point Méthode :
e Pour déterminer le noyau d’une matrice A, il suffit de résoudre le systéme correspondant
a I'équation AX =0, 1.

e L’image d’une matrice A est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes
de A.

e Critere d’inversibilité : en particulier, pour montrer qu’une matrice carrée A est inversible,
il suffit de montrer que I’équation AX = 0 admet comme unique solution X = 0.

Le rang de A € M,, ,(K) est
le rang dans K™ de la famille des vecteurs colonnes.
Notation : rg(A)

En fait, le rang de la matrice A est
e le rang de toute famille de vecteurs colonne qu’elle représente

e le rang de toute application linéaire qu’elle représente

Test 587 ’ Quelle est la forme d’une matrice de rang 0?7  d’une matrice de rang 17

1 -1 0 1 0 3

Test 588 Déterminer lerangde A=1g 1 —1|etB=|0g 1 2

o 0 2 0 0 O

A et B peuvent-elles représenter un méme endomorphisme dans des bases différentes ?

21.4.2 Propriétés
o Si Ae M, n(K),alors rg(A) < min(n,m)

e La famille (uy,---,uy) estlibre ssi rg (matl?(uh e ,Un)> =n

e Si PeGL,(K), alors rg(A)=rg(AP)

e Si Q€ GLy,(K), alors rg(A) =rg(QA)

Une matrice particuliére : la matrice J, € M,, ,(K).

Lycée Chéatelet, Douai, 2024-2025 Page 320



21.4. RANG D’UNE MATRICE

1 sil<i=j<r
Elle est définie par J, = (o) ou a5, =
0 dans les autres cas

T P o
0
SOit3 JT:E1,1+"'+ET7T: —
: - o : 0|0
0 e e e 0 0 0 .0

Il est clair que 0 < r < min(n,m) et | rg(J.) =7

Th. |> Une caractérisation du rang
La matrice A € M., ,, (K) est de rang r ssi
IPeGL,(K), 3QeGL,L(K), A=QJ. P

Th. |> Conséquences de la caractérisation du rang

— Des matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.
— Le rang d’une matrice est invariant par transposition

rg(4) = rg( A”)

— Le rang de A est donc aussi le rang de la famille des vecteurs ligne.

1 2 3

0 0 0
1 0 0 2 0 1

0 0 0

Test 589 Quelestlerangde [2 o0 0 4 0o 2| etde ?

2 4 6
3 00 6 0 3

0 0 0

1 2 3

21.4.3 DMatrices extraites et rang

Une matrice extraite de A € M,, »(K) est une matrice obtenue & partir de A en supprimant
des lignes et/ou des colonnes. Elle lui est donc de dimensions inférieures ou égales.

Th. |> Rang d’une matrice extraite

Si A € M, ,(K) est une matrice de rang r, alors toute sous-matrice extraite de A est
de rang au plus 7.

Th. |> Caractérisation du rang par les matrices carrées extraites

Soit A € M,, ,(K). Le rang de A est égal & r si et seulement si les deux conditions
suivantes sont réalisées :

(1) il existe une matrice carrée d’ordre r inversible extraite de A,

(2) toute matrice carrée d’ordre k > r, extraite de A, est non inversible.

3. La matrice représentée ici est ”horizontale” (m < n) mais elle peut également étre carrée ou ”verticale”
(m > n).
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CHAPITRE 21. MATRICES

21.4.4 Pivot de Gauss
Th. | > Transformations élémentaires et rang

Les transformations élémentaires ne changent pas le rang d’une matrice

Respecte-t-on le rang en effectuant simultanément les transformations
Test 590 CiL+— Ci+Coet Oy < Cy—C1 7
Méme question avec Cy + C1 —Ca et Cy + Co — Ch

Lemme :
Par des opérations élémentaires, toute matrice non nulle A € M, »(K)
e
0
peut se transformer en ou a#0
Y
0
Alors, nous avons : rg(A) =rg(A) +1 ‘

Th. |> Méthode des pivots de Gauss

Par une suite de transformations élémentaires, toute matrice A € M,, ,(K) peut se
mettre sous la forme
€535 B Tt Qln

0

: L ; r

T N I e

k=1
0 0
0 0
A est alors de rang 7.

Utiliser la technique du pivot de Gauss pour déterminer le rang de

1 -2 -1 8 5

1 2 1 1 0 1

Test 591 1 3 1 0
01 3 0 2 1

1 -2 -3 4 3
00 1 3 0 1

21.5 Trace et matrices semblables

21.5.1 Matrices semblables
Définition (Matrices semblables)
Soient A, B € M,,(K) deux matrices carrées. On dit que A est semblable a B si, et seulement
si, il existe P € GL,(K) tel que

A=P'BpP

Proposition
La relation de similitude (ie : le fait d’étre semblable) est une relation d’équivalence sur M., (K)
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21.5. TRACE ET MATRICES SEMBLABLES

Proposition (Interprétation de la similitude matricielle)
FE est un espace vectoriel de dimension n.
Deux matrices Ay et As € M,,(K) sont semblables si, et seulement si, elles représentent le méme
endomorphisme dans deux bases différentes, c’est-a-dire si, et seulement si, il existe By et Bs
bases de F telles que

Ay = Matg, (u) , Ay = Matpg, (u)

21.5.2 Trace d’une matrice
Définition (Trace d’une matrice carrée)

La trace d’une matrice carrée A, notée Tr(A), est la somme de ses coefficients diagonaux :

Tr(A) = Zai,ia A = (aij)i<ij<n € Mu(K)
i=1

Ezemple : Tr(I,) = n.
Remargue : On a bien entendu Tr( AT) = Tr(A).

Proposition
L’application trace est une forme linéaire sur M,,(K), c’est-a-dire une application linéaire de M, (K)
dans K.

Proposition
Pour tout A = (a; ;) € My ,(K) et B= (b;;) € Mp.,(K), on a

TT(AB) = Z ai,jbj,i
1<i<n
1<j<p

En particulier,

Tr(AT A) = Z aij

1<i<n
1<j<p

et, de plus
Tr(AB) = Tr(BA)

Corollaire
Pour toute matrice inversible P € GL,,(K), et toute matrice A € M, (K), on a

Tr(A) = Tr(PAP™)

21.5.3 Trace d’un endomorphisme

Proposition
Deux matrices semblables ont méme trace.

Proposition
La trace d’'un endomorphisme est la trace de I'une de ses matrices relativement a une base donnée
(cette trace ne dépendant pas de la base choisie).

Proposition (Linéarité de la trace)
L’application
Tr: L(F) = K, u— Tr(u)

est une forme lindaire, telle que pour tous u, v € L(F),

Tr(uov) = Tr(vou)

Proposition (Trace d’un projecteur)
La trace d’un projecteur est égale a son rang.
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21.6 Systemes d’équations linéaires

Soit le systeme linéaire AX = b & n équations et p inconnues. On reprend les notations usuelles.
» Le rang du systéme est le rang de sa matrice A. Notons-le 7.

» Conséquence pour un systéme homogéne

Le systéme admet pour ensemble de solutions Ker (4) qui est un espace vectoriel de dimension

p—r.

» Conséquence pour un systéme compatible

I’ensemble des solutions est I'espace affine *de direction Ker (A) :

xo + Ker (A)

> cet espace est de dimension p — 17,

(zo solution particuliere du systéme
ou r est le rang du systeme.

> Le systéme sera compatible si et seulement si b € I'm(A)

» Conséquence pour un systéme carré de rang n

Si A est carrée de rang n, autrement dit inversible, il y a une unique solution qui vaut A~'b. On
rappelle que ce type de systeme est dit de Cramer.

Test 592

Soit f de matrice

1

2

0

2

1

1

2

9 | relativement a la base (e1,ez2,es) .

1

e Calculer f(e1 + 2e2 —2es), f(—e2+e3), f(—2e1 — 2ez + 3e3)

e En déduire les solutions de

r4+2y+2z=1
20 +y+2z2=1

y+z=1

Lycée Chatelet, Douai, 2024-2025
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21.7 Exercices

Calcul Matriciel

Exercice 1

Soit f endomorphisme de R* canoniquement associé i

-1 -2 0 0

12 00
M =

0 0 11

0 0 00

Montrer que f est un projecteur, et donner des bases de ses directions propres.

Exercice 2

Soit E l’ensemble des matrices de M3(C) de la forme

a 0 b
0 a c
0 0 d

Montrer que E est un SEV de M3(C).
Donner une base du sous-espace vectoriel E.
Montrer que E est un sous-anneau de M;3(C).

L’anneau E est-il intégre 7 Est-il commutatif ?

A

Quel sont les éléments inversibles de E. Leur inverse est-il dans E 7

Exercice 3

Soit A € M,,(K) telle que
2A2014 i gA2013 n %A2012 +2I, =0

Montrer que A est inversible.

1. Soit A € M5(K). Montrer que A? — Tr(A)A + (Det A)I; = 05 avec Det A =a1,1 X ag2 —
a12 X az.

2. Calculer le reste de la division euclidienne de X™ par X2 — 2X + 1.
2 -1

3. On pose A = . Calculer A™
1 0

Exercice 5
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1 2 -1 2
On considere la matrice A= |92 4 4 —8
36 1 -1

Déterminer une base de Ker A et Im A.

Exercice 6

Résoudre les systemes suivants, de parametre a.

(S1)

2c + 3y — z2=-1 x4+ 2y+az=0
r+2y+3z2=2 (52) r—ay+ z=1
3z + 4y — 52 = —4 ar — 2y + z=a

Exercice 7

Soient A et B € M,,(C). Résoudre I’équation X + Tr(X)A = B d’inconnue X € M, (C)

Matrices, changements de base

Exercice 8

Déterminer la matrice de ’application R-linéaire de C dans C, qui & z associe Z dans la base (1,1)
puis dans la base (1, 7).

Exercice 9

Soit f la symétrie de R? par rapport & la droite y = z, parallelement & la droite y = —z.

1.

Déterminer, pour (z,y) € R? I’expression de f(z,y) et en déduire la matrice A de f dans
la base canonique.

2. Déterminer sans calculs la matrice A’ de f dans la base B’ = ((1,1), (1,-1)).

3. Déterminer la matrice P de passage de la base canonique & la base B’, ainsi que son

inverse.

Vérifier la formule A = P A’ P~! vue en cours.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, et (e, g, e3) une base de E.

1.

Soit f1 = e1 +ea + e3, fo =e1 +ea et f3 = ey + e3. Justifier que (f1, f2, f3) est une base
de F.

2. On note P la matrice de passage de (e, ea,e3) & (f1, fa, f3). Déterminer P et Pt

3. Soit u la projection sur Vect(fi, f2) parallelement a Vect(fs). Déterminer la matrice M;

de u dans la base (f1, f2, f3)-

. En déduire la matrice Ms de u relativement a la base (eq, eq, e3).

Soit 'application

-~ W=

O :Ry[X] = Ro[X], P~ P—(4X +1)P
Montrer que ® est un endomorphisme de Ro[X].
Déterminer la matrice M de ® relativement & la base canonique B = (1, X, X?) de Ro[X].
Résoudre I’équation ®(P) = AP d’inconnue (A, P) € R x Ry[X].
En déduire une base B’ = (Py, P», P3) dans laquelle la matrice M’ de ® est diagonale.
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5. Déterminer la matrice de passage P de B & B'.

6. Calculer M'™ pour n € N.
7. En déduire M™

Rang

Déterminer le rang des matrices suivantes :

1. A= (ei*j)lgmgn.

2. B=(sin(i+7)),; <,

Déterminer le rang des matrices suivantes M.

1 1 1 1

3. C=

asii=j
4. Da,b = (di,j)lgi,jgn ou di,j = .
bsiij
0 1 0 1 2 3 4
1 0 1 3. M=1|2 3 4 5
1 1 1 3 4 5 6
1 -1 1

(i + j)igi,jgn
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21.8 Exercices Complémentaires

Exercice 1

Déterminer, dans R®, la matrice M canoniquement associée & la projection sur la droite en-
gendrée par (1,1, 1) parallelement au plan d’équation z —y + z = 0.

Exercice 2

Centre de M,,(K)

Soit A € M, (K) commutant avec toutes les matrices B € M, (K).

Montrer que A est une matrice scalaire (c’est-a-dire est un multiple scalaire de I,).
Indication : prendre B = Fj ;.

Exercice 3

Matrices a diagonale strictement dominante
Soit A € M,,(C) telle que pour tout i € [1;n]

laiil > laik]

ki

Montrer que A est inversible (on calculera son noyau).

Exercice 4

Soit M € M,,(C) une telle que M" = 0,
Montrer que I,, — M est inversible, et en déterminer 'inverse.

Exercice 5

Les matrices triangulaires strictes sont nilpotentes

On fixe n un entier une fois pour toutes. On considere des matrices de M, (K).

On note, pour 0 < k <n—1, T} ,(K) Pespace vectoriels des matrices A triangulaire supérieures,
ayant k ”sur-diagonales” nulle, c’est-a-dire telle que a; ; = 0 si ¢ > j — k. Par exemple, Tp ,,(K)
est ’ensemble des matrices triangulaires supérieures, T4 ,,(K) est I'ensemble des matrices trian-
gulaires supérieures strictes...

1. Soit My € Ty, n et My € T}, . Montrer que M1 M3 € Tj, 4ky.n-

2. En déduire que toute matrice triangulaire supérieure stricte est nilpotente.

Exercice 6

Dans F = R3, on note (eg, eq, e3) la base canonique. Puis on pose f; = e2 +e3, fa =e1 +e3 et
f3=e1+ e
1. Justifier que (f1, fa, f3) est une base de E.

2. Déterminer dans la base (f1, f2, f3) la matrice A de l'application dont la matrice dans la

1
base canonique de E est B = 3 2 0 -2

3. Calculer A™, et en déduire B".

Exercice 7
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Dans ’espace vectoriel E = R? on considere la base canonique B = (i,4,k) ou i = (1,0,0),
j=1(0,1,0) et k= (0,0, 1), et 'endomorphisme f dont la matrice dans la base B est

2 -1 2
A=1-15 -6 11
—-14 -6 11

On pose u =i+ j + 2k, v =35 + 2k et B = (u, v, k).
1. Montrer que B’ est une base de E et déterminer P la matrice de passage de B 4 B'.
2. Calculer P71,
3. Déterminer la matrice T de f dans la base B’.
4. Calculer T".
5

. En déduire une expression de A™ & I’aide de n, I3, A et A%

Exercice 8

Inverser les matrices suivantes

0 0 ay

1 0 0 0
0 an 0

—a 1 0 0

A= B=1": . t | avec Vi€ [1;n], a; #0

0 —a 1 O

0 0 —a 1
an 0 - 0

Trace d’une matrice carrée Un grand classique a connaitre...

La trace de la matrice A = (a;;) € My (K) est la quantité tr(A) = Z ak.k
k=1

1. Si A, B € M, (K), montrer que tr(AB) = tr(B A).
2. A-t-on tr(AB) =tr(A)tr(B) ?

3. Soit f e L(E),et Aet B lamatrice de f relativement & deux bases différentes. Montrer
que tr(A) =tr(B).

Conclusion : cette quantité ne dépend que de f. C’est la ”trace de f”.
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