Chapitre 18

Fractions rationnelles

18.1 Les fractions rationnelles

18.1.1 Le corps des fractions rationnelles

L’anneau K[X] étant integre, on démontre qu’il est possible de définir son
corps des fractions , noté | K(X) | qui vérifie :

e K[X] est un sous-anneau de K(X)

e tout élément F € K(X) s’écrit sous la forme
P

F:a, P,QeK[X], Q#0

Un tel couple (P,Q) est un représentant de la fraction rationnelle F'.

P_n
QR @

Ce représentant n’est pas unique. PQ1=P1Q

P
e pour tout élément P € K[X] nous avons P = T

e Les opérations de K(X) sont définies par
P+P1_PQ1+P1Q PPl_Ppl
Q G Q@1 Q@1 Q@
(Le résultat obtenu est indépendant des représentants choisis)

e Si F:g#o,alors F71:%

3 2 2
Test 493 |Aton 2o X 49 _2X Z9X+9
X2+4X +3 X+3

?

A
Quelles sont les fractions rationnelles B qui sont égales & un polynéme ?
Test 494 2
X“+aX+b

Application :  trouver a,b € R pour que F = X0 € R[X].

A+C

B+ D’

Test 495 Comment peut-on, sans calculs, montrer que F = A=C ,
PA+QC
PB+QD

Si F=

= % et B+ D # 0, montrer qu’alors F =

So] S

puis que V P,Q € K[X]\ {0}, F =

P P'Q—-PQ’
La dérivée ! de F = 0 est la fraction F' = %

Voir ’exercice "Dérivée d’une fraction” page 277.

1. Pour information (cette notion n’est pas explicitement au programme.)
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CHAPITRE 18. FRACTIONS RATIONNELLES

18.1.2 Degré d’une fraction rationnelle

P
Le degré de la fraction rationnelle F' = 0 € K(X)

est la quantité deg(F) = deg(P) — deg(Q) .

Notes :

Test 496

Test 497

e Cette définition est légitime

puisque deg(F) est indépendant du représentant ( P,Q).
e Un polynéme a le méme degré

en tant que polynoéme

et en tant que fraction rationnelle

Que pensez-vous de affirmation
”une fraction de degré 0 est un polynéme constant non nul”

Soit FF#0 € K(X). Quel est le degré de % ?

Opérations et degré : YV Iy, Fy € K(X)

o deg(Fy + F3) < max (deg(F1 ), deg(F2)> (6galité si deg(F1) # deg(F2) )

e \c K",

deg(\ F1) = deg(F1)

o deg(F F2) = deg(F1) + deg(F2)

Test 498

Test 499

VAN

aX*—4X%24+X+2
X2-X -2

Soit @ € Ret FF € R(X) avec F =
X2+ X+14F7?

Quel est le degré de

Soit P € K[X] de degré n € N* et F € K(X) de degré d € Z.
Peut-on déterminer le degré de la substitution P(F') ?

Que peut-on en déduire sur le degré de la substitution G(F) (ou G est une fraction) ?

Voir exercice "Degré d’une composée” page 277.

18.1.3 Représentants irréductibles

Un représentant irréductible de F € K(X) est un couple (P,Q), tel que les deux po-

lynémes P et @Q soient premiers entre eux et vérifient F' = @ .

Si @ est normalisé, (P, Q) est alors un représentant irréductible unitaire.

Existence des représentants irréductibles :

e Toute fraction rationnelle F' € K(X) admet des représentants irréductibles.

P

§ P,
eSi F=— =21 sont deux représentants irréductibles, alors

Q
INEK", PL=AP et Q1 =)\Q

e Toute fraction rationnelle admet un unique représentant irréductible unitaire.

Test 500

Test 501

Donner un représentant irréductible dans R[X] de

X?2-1 X3-1 X*4+ X241
X2+ X X3+ X X2+ X +1

3X?—27X?+13X —12 8X"'4+5X°+25X%—5X +12

A-t-
on 5X2_18X 19 5X312X2 112X —9
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18.2. ETUDE LOCALE D’UNE FRACTION RATIONNELLE

18.1.4 Zéros, poles et fonction rationnelle

Les définitions qui suivent sont Iégitimes car elles sont

indépendantes du représentant irréductible.

Soit F = 0 € K(X) est une fraction rationnelle donnée sous forme irréductible :

e ¢ € K est un zéro d’ordre k£ de F ssi a est un zéro d’ordre k de P

e o € K est un péle d’ordre k£ de F' ssi a est un zéro d’ordre k de @

e La fonction rationnelle associée a I est la fonction ¢ — —

( Cette fonction est définie sur K privé de I’ensemble de ses poles)

2X445X3 4+ X2 -5X -3
X4_X3-_X24+X

(on précisera leur ordre de multiplicité)

Test 502 Quels sont les zéros et les poles réels de

Si a est un pdle commun aux deux fractions rationnelles F' et G, est-il un pole de F'+G 7
Méme question en remplagant ”pdle” par ”zéro”.

Test 503

18.2 Etude locale d’une fraction rationnelle

18.2.1 Elements simples

Les éléments simples de K(X) sont

ke N*
e les monémes de K[X]

D irréductible

N
e Les fractions de K(X) de la forme Dk

N#£0

deg(N) < deg(D)

Ce qui suit est destiné & montrer que toute fraction se met (de maniére unique & l'ordre pres),
sous forme d’une somme d’éléments simples.

P
Pour décomposer F' = 0 (donnée sous forme irréductible) :

e Pour séparer les monoémes des fractions de degré négatif, on commence par

I P 18.2.2
mettre F' sous la forme F =F + 60 (E polyndme et deg(ao) < O)
e On utilise la décomposition primaire Q = H QN (Q; irréductible),
i=1 18.2.3
Py Py P; . P
pour transformer — en «— = o (ou deg —- < 0)
Q Q ; Q" Qr
P; . P; — A
e Chaque terme —- est une somme d’éléments simples o = Z —]Z 18.2.4
Qi Q’L k=1 QZ

Not Les trois paragraphes 18.2.2, 18.2.3 et 18.2.4 suivants ne supposent pas que
ote: les polynomes Q; sont irréductibles.
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CHAPITRE 18. FRACTIONS RATIONNELLES

18.2.2 Partie entiere

Toute fraction rationnelle s’écrit de maniére unique comme somme d’un polynoéme et d’une
fraction de degré strictement négatif?

VFeK(X), 3 (E FR)ecKX]xK(X),

deg(Fl) <0
E est la partie entiere de F F| en est la partie fractionnaire .
$$ Note : ’si E #0 alors deg(F) = deg(F) ‘

Soit la division euclidienne de A par B: A= B@Q + R. Peut-on en déduire les parties

Test 504 entieres des fractions suivantes : é ? B ? é ? L ?
B A Q B

Test 505 FE1 et B2 sont les parties entieres des fractions Fp et Fo .

Peut-on en déduire les parties entieres de Fy + Fo 7?7 Fy — Fy 7 Fy F» 7

2X44+9X34+16X%24+12X+7
(X+2)(X2+X+1) :

Test 506 Calculer la partie entiere de

Pouvait-on en prévoir le degré ?

18.2.3 Décomposition de P/Q1 Qs --- Q,

Un premier outil :

Si Q1,Q2,---,Q, sont premiers entre eux deux a deux, alors

Pl Pn
F=—1 -
Qi1Q2 - Qn

se décompose en F = — + --- +
Conséquence : si Q1,Q2, -+ ,Q, sont premiers entre eux deux a deux

Ql Qn
P

% toute fraction rationnelle F' = ————— se décompose de maniére unique en

@Q1Q2 - Qn

P " p .
0.0s - 0n E+ ; 0 EecK[X]etVie Hlnﬂ , deg(P;) < deg(Q;)

Remarque : F est la partie entiere de la fraction

1 X
La décomposition F = X211 + Y21 est-elle du type ci-dessus 7

4 3 2
Test 507 En déduire une décomposition de G = )infl)—{)?; — 1‘)X

Peut-on obtenir une autre décomposition de F de ce type ?

Décomposer F = m . En déduire une décomposition de
Test 508
Ge__2X 4 pg-_41
T (X-D(X+1 T(X2-1)2

2. C’est I’équivalent pour les polyndémes de I’écriture classique : 3% B+
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18.2. ETUDE LOCALE D’UNE FRACTION RATIONNELLE

18.2.4 Décomposition de P/Q? (de degré négatif)

P
Si @ est un polynome non constant, toute fraction rationnelle F' = @ (d € N*) se décompose,
P A
de maniére unique en @:E—i—Q—ll—i— +——E—|—E Ql

ol Vie Hmﬂ ; deg(A;) < deg(Q)

X*4+4X+6

Test 509 Trouver la décomposition de X+1)°

(On utilisera plusieurs divisions euclidiennes)

18.2.5 Décomposition en éléments simples dans C(X)

Aucune connaissance spécifique sur la décomposition en éléments simples sur
un corps autre que C n’est exigible des étudiants. Les démonstrations ne sont

pas exigibles.

Th. | > Décomposition dans C(X)

P
si — est un représentant irréductible normalisé de F € C(X)

Q

et si la décomposition primaire de @ est Q = H(X —a;) %,
i=1
(les (ai)igign sont des complexes distincts deux & deux)

i

n d;
alors F' s’écrit, de maniere unique * F=F+ E

—a;)
i=1 k:l v

EeK[X], Vi€ Hl’nﬂ , Vke Hl,diﬂ ,a;,€C

a. Unique a 'ordre prés.

d;

E - est la partie polaire de [ relative au pole a; .
—a;)k = -
k::l

18.2.6 Décomposition en éléments simples dans R(X)

Th. | > Décomposition dans R(X)

P
si 0 est un représentant irréductible normalisé de F' € R(X)

n m

et si la décomposition primaire de ) est Q = H(X —a;)% l_I(X2 +0; X +¢;)%,
i=1 j=1

(ot les (a;)1<ign sont les racines réelles distinctes deux & deux de @, d’ordre de

multiplicité respectifs dq,--- ,dn et X2 4+b1 X +c1, -, X2+ bm X + ¢m sont des polynoémes deux a

deux distincts sans racine réelle, e1, - -, em sont des entiers naturels non nuls)

m
X ,
alors F' s’écrit, de maniére unique ® F=F+ Z Z -+ Z Z Bik X+ 75k

2 ) Y
zlkl 31k1X +bJX+CJ)

EeR[X], Vi€ [{174} , VEke Hl’diﬂ ,a; s €ER Vje Hl’mﬂ , Vke Hl’ejﬂ y Bikr vk €ER

a. Unique a lordre prés.
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CHAPITRE 18. FRACTIONS RATIONNELLES

Test 510

Test 511

Test 512

Quelle est la forme de la décomposition dans C(X) de

F7X1°+7X3—1 oo (X% +2)°
To2(X3-1)2 TX(XH1)2(X241)3
1 1
H= —" = —
(X3 —-1)3 (X5-1)3

(on ne demande pas d’effectuer les décompositions)

Donner la forme de la décomposition dans R(X) des fractions F', G, H du test précédent.
(toujours sans le calcul effectif)

P1 et P, sont deux polyndémes normalisés irréductibles distincts.

- P P, . . 14 .
L’écriture Pfl? + P—22 est-elle une décomposition en éléments simples 7
2 1

18.3 Méthodes pratiques

18.3.1 Cas d’un poéle simple

Si a est un pole simple de F' =

A

rpP__ P
Q—(X—G)Ql

la partie polaire relativement au pole a est

—a

Pour obtenir la valeur de « :

P(a)

s’obtient en multipliant F' par X — a

Q1(a) puis en substituant a a X

e Comme Qi(a) =Q’'(a), on a également o =

Test 513

Test 514

1 1
Dé X).
écomposer  — XE)(X 12 et T dans C(X)

Tres classique (et important)

n
Soit P = H(X —a;) oules a; sont deux & deux distincts.
=1

!
e Décomposer — en utilisant les techniques précédentes.

Th. | > Cas particulier important :

% Si le polynoéme scindé P = H(X — ai)di

i=1

P/
admet n zéros distincts a; d’ordres d; alors 52 =

di
X—Cl,i

n
i=1

18.3.2 Quelques astuces classiques

e Quand il ne reste qu'un ou deux coeflicients inconnus,

Test 515

on peut substituer & X une ou deux valeurs (réelles ou complexes)

X 1
XD (X+X+D & X?(112X+3x9)

Dans R(X), décomposer

e Ne pas hésiter a substituer une valeur complexe & X, méme pour décomposer
dans R(X) (une telle substitution est équivalente & deux substitutions réelles).

(sans oublier que les coefficients cherchés sont réels)
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18.4. CALCUL DE PRIMITIVES

Test 516 Dans R(X), décomposer

1
(X-1)(X2%2+1)

e Utiliser une limite en 'infini :

apres multiplication par une puissance convenable de X, la

limite en l’infini donne une relation entre les coefficients.

Test 517

Confirmer (en partie) les résultats des deux tests précédents en utilisant cette technique.

e pour obtenir la décomposition dans R(X) , il est parfois plus simple de commencer par déterminer

la décomposition dans C(

X).

(puis de regrouper les parties conjuguées)

Test 518

Dans R(X) , décomposer

En déduire la décomposition de

16
X444

18.3.3 Utilisation des symétries

e Si F est paire
Punicité

e Si F' est impaire

de la décomposition permet d’identifie F(X) et F(—X).

l'unicité de la décomposition permet d’identifie F(X) et —F(—X).

Soit la décomposition

Test 519 F =

b cX +d

R
X+1

X-1 X24X+1
Que peut-on en déduire si F' est paire ?

n eX+f

X2-X+1
si F' est impaire ?

_|_

18.4 Calcul de primitives

Rappel

Les primitives suivantes sont données sous réserve de définition...
1l ne faut pas apprendre ces résultats par coeur.

Fraction du type inverse d’un polynéme de degré 1 :

o/ dr =In

r—a

r—a

+Cte
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CHAPITRE 18. FRACTIONS RATIONNELLES

Rappel
Fraction du type inverse d’un polynéme de degré 2 :
1
. / 1 dx = Arctanz + C*° (primitive connue)
Ve =1 Avctan & 4 ot (a #0) (on factori £
. ——— dx = = Arctan — a
x2+a2 a a on Iractorise par a €t on
change de variable)
1
° /7&17 pour A < 0 : Arctan
ar?+bxr+c
(Cas précédent apres décomposition canonique)
. / ;Ei dr pour A < 0 : faire apparaitre au numérateur la
ax?+bx+c
dérivée du dénominateur puis isoler en 2 fractions, 'une donnant un loga-
rithme et 'autre un Arctan b
a
° ———dx = + dx puis 2 logarithmes
(@ —a1)(@—a2) / @) @) PETE
(a et b se détermine par identification)
1 -1
. / 5 do = +C*
(z — 1) (z — 1)
1 , .
Mettre ———————— sous la forme d’une somme de deux fractions.
(z+ 1) (z+2)
1
Test 520 En déduire la valeur de

Test 521

Test 522

B

o @+1(z+2)°
1
o (+1D)(z+2)(x+3)

Inspirez-vous de ce qui précede pour calculer

1 1
6—2x r—1
Inté : — _d — _d
Hesrer / @-3)2z—5) " / @+ 1)2(@2+1) "

Calculer

A*/l dx 37/1 dz C*/l dx
o @24z +1)2 T )y (@2—a4+1)2 Ty (@24 —1)2

Comment pouvait-on déduire B a partir de A7
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18.5. EXERCICES

18.5 Exercices

Exercice 1

Dérivée d’une fraction

e Montrer que la définition de la dérivée d’'une fraction est légitime
(c’est & dire que le résultat est indépendant du représentant choisi.)

e Un polynéme a-t-il la méme dérivée s’il est considéré comme une fraction ?
e A-t-on encore deg(F') = deg(F)—1

Exercice 2

Degré d’une composée de fractions rationnelles

P € K[X] est un polynéme non nul, de degré n et de valuation m
F,G € K(X) sont deux fractions (F' de degré non nul).

e Quel est le degré de la substitution P(F) 7
e Montrer que le résultat précédent peut étre faux si deg(F)=0.
e Quel est le degré de la substitution G(F) ?

Exercice 3

1
Décomposer en éléments simples m .
En déduire des polynomes U et V, de degré 2, tels que UX3+V (1 -X)3=1

Exercice 4

Un exercice qu’il ne faut pas négliger...

P € C[X] est normalisé de degré n, ayant n racines distinctes aq, g, -, ay, .
P/

1. Décomposer 7 et — en éléments simples.

P

P'(1/z) 1
2. Mont = t
ontrer que v P(1/) ;1—041»3: e
. 2,2 p.op o, opt1_ Gi
VpeN, Vie |[|1.nl|l ,3G; €C =l+ozrtaoix+-- 4oyl + 2P —m—
) 1—o;x 1—o;x

En déduire une méthode de calcul de S, = Z o (peN¥).
i=1

3. Onprend P=z>—xz+1. Calculer Sy,S1,S52,Ss, 54,55, .

Exercice 5

Montrer qu'il existe F' € R(X) telle que th(3z) = F(thx) pour tout x € R, et décomposer F' en
éléments simples.
Méme question avec th(5z) = F(thz)

Exercice 6

X
Décomposer en éléments simples sur C la fraction F =

X1 (X2 + 17

Exercice 7

Décomposer en éléments simples sur C(X) les fractions suivantes :
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CHAPITRE 18. FRACTIONS RATIONNELLES

10X3 X2 n!
1. F= 2| = ———— 3| F =
(X2 +1)(X2 - 1) X2+ X +1)? X(X+1)- (X +n)

Exercice 8

~ 1 1
Simplifier 1 — et e —
implifier essommes;k(k+1)e Zk(k+1)(k+2)

k=1

n

Exercice 9

Calculer les dérivées n-iemes des fonctions définies par :

1

1. f(z) = Arctanx. 2. flz) = — 5 —
2 — 2z cosa

Résoudre I'équation différentielle
z(x —4)y +(x —2)y=0

Quelles sont les solutions sur R ?
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18.6. EXERCICES COMPLEMENTAIRES

18.6 Exercices Complémentaires

Exercice 1

On note n un entier naturel impair, n > 3 et F =

1
(14 X7m)3"
1. Déterminer les poles sur C de F.
2. Préciser la forme de la décomposition en éléments simples de F.

3. Déterminer la partie polaire de —1, (on pourra faire un DL en —1 de (z + 1)*F(x)).

Exercice 2

Soit P € C[X]
1. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P'|P.

/!

2. Soit P = II3_; (X — Ap)?* € C[X], les A étant distincts. Décomposer - en éléments
simples.

3. Déterminer les polynémes P € C[X] tel que P”|P.

Exercice 3
On note P un polynome de degré n scindé a racines simples :

P=1](X—X)
k=1
. 1 s .
1. Décomposer B en éléments simples.
. 1
2. On suppose P(0) # 0, exprimer ; )\kT()\k)

XS

1
Décomposer X5 1 et X3 1 sur C.

Exercice 5

Factoriser sur C, X* + 1 puis décomposer en éléments simples

X441

Exercice 6

Décomposer en éléments simples sur C.

1 X -1 5 X5 4+5X4 - X3 -5X2-2

CX2(X2+1) ‘ 1 _ x2 :

N X +2 A X% +5X4— X3 -5X2_-2
(X2 -1) ' X2+ X+1

Exercice 7

Soit P € C,_1[X] et w; les racines n-iéme de 1'unité
P(X)
Xn -1

1. Décomposer en élément simple
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2. En déduire que Z P(wy) = nP(0)
k=1

3. Calculer la somme Z H(wk —wy).
k=11%k

Exercice 8

Simplifier les sommes

~ 1
1. n:E . —
S — k(k+1)

" 3k+38
2.8, =) -
Sn ; k(k + 2)2F

Exercice 9

Soit P € R[X]. Montrer que si les racines de P sont réelles et simples, alors P"? — PP" n’a pas
de racines réelles.
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