Chapitre 12

Polynomes

12.1 Algebre des polynomes

12.1.1 Définitions

Un polynéme a une indéterminée a coefficients dans le corps commutatif K
est une suite (a;)ien € KN & support fini,
Cest-a-dire : Sy ={i €N | a; # 0} est fini.
Les a; sont les coefficients du polynome A.

(k)ken est-il un polynéme ?
k
Me i U =1 * = 100 — 14
Test 307 éme question pour (ax)ren OU ag 00 et VEe N, ax H}( 00 — 17)
im
Pour cela on vérifiera si la suite est & support fini ou non (autrement dit les termes
sont-ils nuls & partir d’un certain rang).
Notes

e A= (ap)ken et B = (bg)ren sont égaux ssi V k€N, ap = by
e A = (ai)ien est un polynéme ssi Sa est majoré
c’est-a-dire
dneN,i>n = a;=0.

o0 n
Notation : A= (a;)ien Se note ! A= Zai Xt = Zai Xt siSac [0, n]
i=0 i=0

K[X] désigne I’ensemble des polynémes & une indéterminée,
a coefficients dans K.

Lepolynéme A est nul ssi VieN, aq; =0 (A=0).
est constant quand VieN* q; =0 (A=a9X")
Un tel polynoéme est déterminé par la donnée de ag.

est un mondéme si le support est, soit vide, soit un singleton.

Ecrire le monome X" sous la forme (a;)ien -
(Utiliser le symbole de Kronecker : §; ;, = 1 si i = k et 0 sinon)

Test 308

Test 309 Le polynéme nul est-il constant?  est-ce un monoéme ?

1. L’origine de cette notation découle de propriétés de ’algebre des polynomes (voir ?? page 7?7 dans ce
paragraphe).
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CHAPITRE 12. POLYNOMES

12.1.2 Degré d’un polynoéme

Si A n’est pas nul, son support S4 est un sous-ensemble fini non vide de

N, d’ot les définitions suivantes :
Le degré * dupolynéme A € K[X] est » deg(A) = max (S4) si A#0
» deg(0) = —oco (par convention).
La valuation * dupolynéme A € K[X] est » val(4) =min (S4) si A#0

» val(0) = +oo (par convention).

K,[X] |désigne 'ensemble des polyndémes de K[X] de degré au plus n.
(donc 0 € Kp[X])

. .‘ _— an#o
% Ainsi : deg(A)nGNﬁ{Vi€N7i>n:>ai:0

Test 310 ’ De la méme fagon, caractériser la valuation de A.

SiA#0 estdedegrén: e le coefficient dominant de A est a,, .

e le monome dominant de Aest a, X ™.

e A est normalisé (ou unitaire )si a, =1.

Test 311 ’ Est-il vrai qu’un polynéme constant non nul a un degré nul? une valuation nulle ? ‘

Test 312 ’ Comment sont les polynémes A qui vérifient val(A) = deg(A4)? ‘

Th. | > Une caractérisation du polynéme nul

Avec les conventions habituelles (n € N = —oo <n < 400) :
VA#0, wval(A) < deg(4)

Par conséquent : ’ A =0 < deg(A) < val(A) ‘

12.1.3 Espace vectoriel des polynomes

[e @) o0
A:ZaiXiet B:ZbiXi sont deux polynémes de K[X], et A € K

=0 =0
0 .
» Somme : Z(ai +b;) X" est un polynoéme noté A+ B
i=0
oo
» Produit externe : Z()\ a;) X* est un polynéme noté
=0

Propriétés: V A, BeK[X], VIeK:
e deg(A + B) < max (deg(A), deg(B))
o deg(A) # deg(B) = deg(A + B) = max (deg(A),deg(B))
e A\ #0 = deg(A) =deg(NA)

Note: avec les conventions usuelles dans R, ces résultats
restent valablessi A=0o0ou B=0.

2. On peut le noter deg(A) ou d°(A).
3. Pour information seulement (cette définition n’est pas au programme).
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12.1. ALGEBRE DES POLYNOMES

K[X] est un sous-espace vectoriel de KV
Muni de ces opérations : Il est de dimension infinie
de base canonique (XO,Xl, e, X )

Test 313 ’ Enoncer les résultats équivalents pour la valuation. ‘

Conséquence: K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].
Il est de dimension (n + 1),
de base canonique (XO7 Xt ... ,X”)

12.1.4 Algebre des polynoémes
© . ) .
A= Zai X'et B= Z b; X* sont deux polynémes de K[X]
i=0 i=0

» Produit : (¢i)ien définie par Vi e N, ¢ = Z(ak bi—k)
k=0

est un polynéme noté ’ A-B ou AB ou Ax B

Propriétés : V A, B € K[X]
o deg(A B) = deg(A) + deg(B)

Valable si A=0o0u B=0 (avec les conventions usuelles dans R)

e AB=0= A=00uB=0

e SiAB #0, le coefficient dominant du produit est égal
au produit des coefficients dominants.

K[X] est un anneau commutatif, intégre.

Muni de ces opérations : Ce n’est pas un corps :
A est inversible ssi deg(A4) =0

(c’est-a-dire A constant non nul)

12.1.5 Substitution (composition) de polynémes

ABeK[X], A=) a;X'.
1=0

o0
La composée | Ao B |, encore notée | A(B) | est le polynéme Zai B

=0

On dit également qu’on substitue * B & X dans A.
Notes : . .
e Contrairement aux apparences, la somme est une somme finie
(A est & support fini)
donc, Ao B est bien un polynoéme. (élément de I’algébre K[X])
e La substitution de X & X ne modifie par A.

Ceci permet de noter indifféremment ou| A(X)

4. Ce vocabulaire et la notation A(B) seront justifiés plus loin dans ce chapitre [voir 7?7 page 77].
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CHAPITRE 12. POLYNOMES

Les polynémes A et B sont non nuls, de degrés respectifs n et m.
-1- Quel est le degré de B* (ke N) ?

-2- Quel est le degré de Ao B ?

-3- Que se passe-t-il si un des polynomes est nul 7

Test 314

12.1.6 Division euclidienne
Th. | > Division euclidienne de A par B

Pour tout couple (A, B) de polynémes, B non nul,
il existe un unique couple (@, R) de polynomes

tels que ’ A=BQ+R et deg(R) < deg(B)
§ Q@ est le quotient de la division euclidienne

R est le reste de la division euclidienne

Remarque : la démonstration précédente donne ’algorithme de la division euclidienne.

Test 315 Le fait que K est un corps est-il utile pour ce résultat ?

Effectuer la division cuclidienne de X° — X* —3X3+ X% +3X +1
Test 316 par Xs—X,puispar X?2_X-2.
Le deuxieme calcul était-il indispensable ?

Effectuer la division euclidienne de A = X° + X* — X3 -1 par X®—1.

T 1
est 317 En déduire la division euclidienne de A par X 2 Xx—1.

Cas particulier :

e le reste de la division euclidienne de A par B # 0 est nul

si 3QEK[X],A=BQ
e On dit que A est un multiple de B (ou B divise A)

On note A € B-K[X] | ou encore .

e On peut distinguer le cas particulier @ € K (Q de degré négatif ou nul)

en disant que A est proportionnel® & B.

12.2 Polynéme dérivé

Nous allons trouver ici des propriétés identiques a celles des fonctions dérivables.
L’intérét de ce paragraphe est que la notion de "dérivée d’un polynome” est pure-
ment formelle.

Ne faisant pas appel a la notion de limite, les résultats peuvent étre appliqués a des

objets variés (fonctions, matrices, etc.)

12.2.1 Dérivée formelle

oo oo
Le polynéme dérivé de A = Zai X' eK[X] est A’ = Ziai Xt
1=0 =1

(11 est immédiat que A’ est un polynéme puisque S,/ C [[0, deg(A)ﬂ est fini.)

5. Ce qui est légérement différent du cas des polyndmes associés [voir 16.1.1 page 243]
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12.2. POLYNOME DERIVE

A quelle condition un polynéme de degré 2 est-il divisible pas sa dérivée ?

Test 318 On pourra utiliser la division euclidienne de A par A’ avec A = aX? +bX + c.

Propriétés :
o degré : (Ces deux propriétés ne sont pas assurées si K est un autre corps que R ou C.)
o si A n’est pas constant, alors deg (A’) =deg(A) — 1
o A est constant ssi A’ =0
o lindarité : ¥ A, BeK[X],V €K, (A+AB) =A"+AB’
e produit: o VA, BeK[X], (AB)=A'B+AB’
o VAeK[X], VneN*, (A™) =nA™ 1A
e substitution : V A,B€K[X], (AoB) =(A'oB)B’

12.2.2 Dérivées successives
A sik=0

. o2 9 (k) — /
Pour k € N: la dérivée d’ordre k de A € K[X] est A {(A(k’_l)) Sk>1

Propriétés :
oWk leN, AMD = (4ND  (en particulier AKFD = (A7)0

k<n = deg(A(k)):n—k

o degré si deg(A) =n € N, alors Vk’EN,{ E>n = A® _

o lincarité ¥V A,BcK[X],VAcK, (A+AB)" =am 4 xBm

(L’opérateur ”dérivée n

CME est linéaire. )

e Formule de Leibniz
n

VABeKX],VneN, (AB)™ =Y (Z) AR) gn—k)
k=0

Une situation assez fréquente :

Test 319 Appliquer la formule de Leibniz pour obtenir la dérivée n®me o (X2A4) (o A est un
polynéme et n > 2.)

12.2.3 Formule de Taylor

Th. | > Formule de Taylor pour les polynémes
Pour K sous-corps de C, si P € K[X] et h €K, alors:

P(X+h) =Y ol PW(X) = Y o P (p)
k=0 k=0

, - o (X —h)F
Qui peut encore s’écrire P(X)= Z ——— PYW(h)

e La somme est finie (puisque k > deg(P) = P%) =0)

Test 320 | Appliquer la formule & P = X* avec h=1. Vérifier.
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CHAPITRE 12. POLYNOMES

12.3 Fonction polynome et zéros

12.3.1 Fonction polynome

n

La fonction polynomiale associéea A = Z ap X* est la fonction

k=0
K — K
~ o0
Ay Z ap tF
k=0

Note :
e On dit qu’on a substitué ¢t a X.

e Si K; est un sur-corps de K, on peut considérer que A € K;[X].
La fonction A est naturellement définie sur K; (& valeurs dans Kj).
Exemple : A= X?+3X € R[X], on peut utiliser A(2 — 47)

e Sauf mention contraire, la fonction polynéme A associée & A € K[X] est
définie sur K.

Schéma (ou algorithme) de Horner °

Soit A = Z ar X* . Le calcul de A(t) est beaucoup plus rapide sous la forme
k=0

A(t) = ag + t(al +t(ag+ - +t(an—1 + tan))>

Une présentation sous forme de tableau permet d’effectuer plus facilement les calculs & la main.
Prenons P(z) = 42® — 822 —Tx — 1 = —1 + 2(~7+ 2(—8 + z(4))).

1 3 —7 1
x 4z (42 — 8)x ((4x — 8)x — T)x
4 S (-8 S (Ax—-8)x—-T7) S (dx—8)ax—Tzr—1

Ce qui permet de calculer une image a la main avec un minimum de calculs mais aussi de
factoriser un polynome.
Soit Q : & — x> — 42% + bz — 2. Q admet pour racine évidente 2. Le tableau suivant permet de
trouver la factorisation :

1| -4 5 | -2
2101 2 | -4 2
11-21 0

On obtient Q(z) = (z — 2)(z% — 22 + 1).

Note , L . A :

L’exponentiation rapide est dans le méme esprit :
9\ 2
) gécrit (( e (t2) 2. ) ) (k niveaux)
— P k
Si m s'écrit bpbp_1---b1by en base 2, alors t" = H b 10 s’évalue en
k=0
un maximum de 2p multiplications (au lieu d’environ 27 multiplications)
2
- 2
Exemple : 38 = 100110~ ¢% = ¢? (t%)? ((((t2)2)2) ) se calcule en 10
multiplications (au lieu de 37).
% Une astuce : Le reste de la division euclidienne de A par X — o est fl(a)

6. William George HORNER (1661-1704) mathématicien Anglais
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12.3. FONCTION POLYNOME ET ZEROS

Test 321

Test 322

R est le reste de la division euclidienne de A € R[X] par (X —1)2.
e Qu’obtient-on en dérivant cette division euclidienne 7

e Comment peut-on calculer les constantes ?
e En déduire la valeur de R.
Application avec A =14+ X +X*4+---+X".

S’inspirer du test précédent pour obtenir le reste de la division euclidienne de A € K[X]
3
par (X —-1)".

12.3.2 Zéros d’un polynoéme

z €K est un zéro (ou une racine ) du polynéme A € K[X] ssi A(z) =0

Note :

Si on définit A sur une K-algebre E, et si A(x) = o ,
on dit que x est un zéro de A dans F

Exemple : i est un zéro dans C de X*+1 € R[X].

Th. | > Zéros distincts et divisibilité

Test 323

Test 324

Test 325

Test 326

Test 327

Conséquence 1

Conséquence 2

e a €K estunzérode AeK[X] ssi (X-a) | A

® «y,q,---,0y sont des éléments distincts de K.

o1, Q,- -, 0y sont des zéros de A
ssi (X —a)(X —az) (X —ap)|A

(Attention : il est indispensable que les zéros soient dans K.)

Un polynoéme non nul de degré n
admet au plus n zéros distincts.

P admet plus de n zéros distincts

P e K,[X] }:>P:0

r r =

Quels sont les zéros dans Q, puis dans R, puis dans Cde Py = X2 —1 ,
P=X%-2, P3=X%42, P=X% 4+X+1, PB=X*"+X%+1

1,2, a3 et as sont les zéros de P = X*+2X* +3X° +1 € R[X].
Trouver les zéros de Q:X472X3+3X2+1 etde R=X*+3X?+2X+1.

1
On pourra remarquer que P(X) = Q(—X) et que R(X) = X*P (Y)

Soit P:g(X—1)(X—2)—2(X—1)(X—3)+%(X—2)(X—3)—X.

e Sans développer P, peut-on majorer son degré?
e Toujours sans développer P, calculer P(1), P(2) et P(3) .

e Que pouvez-vous en déduire ?

Un raisonnement indispensable :

Soit P=2X%-9X?4+14X —5€R[X] Calculer Pc(2—1).

Peut-on en déduire une factorisation de P dans R[X] ?

On n’oubliera pas que si z € C\ R est racine de P & coefficients réels, alors son conjugué
aussi.

Comment éviter de longs calculs ?

e P=X"4+X"—6X°—6X"+5X"-8X%-4X?+6X+1.
Utiliser une division euclidienne pour obtenir P(1 + v/2) .
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CHAPITRE 12. POLYNOMES

12.3.3 Zéros multiples

o

a €K est un zéro d’ordre k€ N* de A ssi
F3QeK[X], A=(X—-a)*Q avec Qa)#0

Un zéro multiple est un zéro d’ordre k > 2.

k est I’ ordre de multiplicité du zéro.

Tout zéro d’un polynéme A non nul admet un ordre unique.
Cest max {k € N* | (X —a)¥|A}
sous ensemble non vide de N majoré par deg A.

Test 328 a est un zéro d’ordre k de P.  Est-ce un zéro de P2? de quel ordre ?

a est un zéro d’ordre k de P.
Test 329 Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

X - P (X -afP (X -a)t P

Test 330 ’ Que peut-on direde a si P = (X —a)*Q? (keN")

Th. | > Zéros multiples et factorisation

Si ay,a9, - ,a, sont des zéros distincts de P € K[X]
m

d’ordres respectifs pi,p2,--+ ,pm, alors H(X —ag)P* divise P
k=1

Conséquences :

e Dans ces conditions, si P # 0, alors  deg(P) > Zpk
k=1

Un polynéme non nul de degré n admet au plus

s N
c’est-a-dire . . T,
n zéros comptés avec leur ordre de multiplicité.

s

m
e Si de plus deg(P) = Zpk , alors P=a || (X —ag)?*
k=1

k=1

ol « est le coefficient dominant de P.

Prenons comme convention qu'un zéro d’ordre 0 d’un polynéme n’en est pas racine.
Th. | > Zéros multiples et dérivation

K est un sous-corps de C.
a € K est un zéro d’ordre kK >1 de A#0
{ a est un zéro de A
=4

a est un zéro d’ordre k — 1 de A’

N aestunzérode A, A', A® ... Ak-D
a n'est pas un zéro de A ¥

Attention : ce théoréme peut étre faux avec d’autres corps.

Test 331 | Que peut-on dire si A # 0 vérifie A(a)=A’(a)=---=A®)(a)=0?

Trouver un polynéme non constant P tel que P(l) #0

Test 332 ) 0 L
s et P/(1)=P"(1)= P®(1)=0

Test 333 a € K. Ecrire tous les polynémes P € K[X], de degré 3 ot
-1- a est un zéro d’ordre 3 de P -2- a est un zéro d’ordre 2 de P

Test 334 P=X%-5X%4+8X—4. Vérifier que 2 est un zéro de P. quel est son ordre? En
déduire une factorisation de P.
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Test 335 P=X"-X"-2X%4+2X?%4+X—1. 1estunzérode P. Quel est son ordre?  Quel
est 'autre zéro de P?  quel est son ordre ?
Test 336 a est un zéro d’ordre k>1 de P. Les affirmations suivantes sont-elles vraies?
s P*Va@y=0 PP@=0 P*V@=0

12.4 Polynémes scindés

12.4.1 Définition

A € K[X] non constant est scindé * (ou dissocié ) s'il peut s’écrire

A:)\H(X_a’k) Ava’lv"'7an€K
k=1

X%_1,
dans R[X] ?

X2%_2,
dans C[X]

Les polynomes X242

Q[X] ?

X%41 , sont-ils scindés dans

Test 337

12.4.2 Relations entre coefficients et racines
Développons
o (X —a))(X —a2) = X2 (a1 + a2)X + araz
o (X —a)(X —a2))(X —a3) = X3 - (a1 + a2 + a3)X2 + (12 + aras + aza3) X — ajazas
e plus généralement :

n
Important: — — _
p [[X-aw) = X"—01 X" ' 4op X" 72— p(— )P o X" (-1) "0
k=1
oit les o), sont les expressions symétriques élémentaires ® de oy, a9, -+,
o1 = E Ckil
1<ii<n
092 = E 041‘1011'2
o est la IS <izsn

”somme des produits k par k”

des «; Ok = Z Qiy iy * 7" Qi
1< << <ip <N
n
Un: E ailaig.'.ain: | Iak}
1<i1<ig< - <in<n k=1
Ecrire toutes les expressions symétriques élémentaires de a1,
Test 338 p y 4 LAz,

puis de a1, a2, as , puis de a1, a2, s,y .

7. Certains auteurs font la distinction entre X2 — 1 qui est scindable et (X —1)(X + 1) qui est scindé.
8. On dit aussi fonction symétrique élémentaire, ou polynéme symétrique élémentaire
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Th. | > Relations entre coefficients et racines d’un polynéme scindé

Si P:Zaka:A
k=0 k

(X — ay) est scindé, alors

=

I
-

Qn—k
29

Vke[Ln], op=(-1)"

Test 339

Quelles sont les expressions symétriques élémentaires de (—17 -1,1, 2) ?
Vérifier vos résultats en développant (X +1)*(X —1) (X —2).

Test 340

Vérifier que 1, 2 et 3 sont des zéros de P = X* - X* —19X* +49X —30.
Sans factoriser, trouver un autre zéro de P.

Test 341

e Ecrire toutes les relations entre a,b,c et les zéros de
P=aX’+bX+c (a#0)

e Méme question avec P:X3+pX+q,
puis avec P=aX?+bX?>+cX+d (a#0)

12.4.3 Notions sur les fonctions symétriques

Une fonction

Ce paragraphe n’est pas explicitement au programme.

Aucune notion théorique sur les fonctions symétriques n’est exigible.

fi(xr, 20, yxn) — f(x1,22, - ,x,) de n variable est

e symétrique ssi pour toute bijection o : Hl,nﬂ — Hl,nﬂ

flay, g,

1 ZTn) = [(To(1)s To(2)s " 1 Ta(n))

e antisymétrique ssi pour tout échange z; <> z; (i #j)

Test 342

Intérét

Test 343

Test 344

f('rlv"' s Lgy 3 Lgy 71;71) = _f(l‘l?"' s Ljy 3 Lyt ;xn)
Quelles sont les expressions symétriques de a1, a2,a3 7
2 2 2 2 2 2 2

a; +as +asg ay +aiaz +aias aiaz +asaz +azar

1 1 1 al az as 2 2 2

—+ — + — — 4+ —+ — ai +az +a3z +

ar a2 as a2 a3 a1 aiaza3
" | e On démontre que, si f(x1,2z2, -+ ,xn) est une expression rationnelle symétrique,

elle peut s’exprimer uniquement en fonction des expressions symétriques

élémentaires.
e Ceci permet de calculer certaines expressions qui font intervenir les
solutions d’une équation algébrique, sans connaitre ces solutions.

z1 et z2 sont les solutions de 'équation z2 +azx+b=0.
Calculer zf +z4, zf+x3, Jc14 —|—:c24,

21 et z2 sont les solutions de I'équation 22 +az+b=0.

. . . . Tl X2
Former une équation du second degré dont les solutions sont — et — .
T2 X1

(Voir Pexercice ”a faire absolument”.)
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12.5 Exercices

Exercice 1

Division euclidienne de P=X*+6X34+10X2+3X —6 par X2 +3X .
En déduire la décomposition de P en produit de polynémes de Rq[X] .

Exercice 2

Soit P=14+X(X+1)(X+2)(X+3).
1. Calculer le reste de la division euclidienne de P par P’ (polynome dérivé).
2. Montrer que P’ est divisible par ce reste.

3. En déduire une factorisation de P.

Exercice 3

Incontournable...

1. a et [ sont les restes de la division euclidienne de P par X —a et X —b (a#Db).
Trouver le reste de la division euclidienne de P par (X —a)(X —b) .

2. Généraliser avec (X —a)(X —=b)(X —¢) .

Exercice 4

Les grands classiques : étudier, dans C[X] la divisibilité de :
1. X" sin(f) — X sin(nf) +sin((n —1)8) par X% —2X cosf +1
2. X" —2X"cos(nf)+1 par X?—-2X cosf+1
3. X" —a" par XP-—d?

Exercice 5

Résoudre I'équation 2® — 132446723 — 17122 4+ 216 2 — 108 = 0 sachant qu’elle a des racines
réelles multiples

Exercice 6

Déterminer les réels m,n et p pour que ’équation
284+ mat+1023+nx+p=0 ait une racine réelle quadruple.
Quelles sont les racines du polynoéme.

Exercice 7

A faire absolument... T1,xo et x3 sont les zéros de X3+ pX +q.
1. Calculer @y +xy +x3 et xf +af + 2
2. Comment peut-on évaluer z{ + z3 + 3 sans calculs (ou presque!) ?

3. Méme question pour z; + x4 + ngl .

Exercice 8

Décomposer le polynéme P = X%+ 12X — 5 en produit de deux polynémes de degré 2, sachant
que deux de ses zéros (complexes) ont pour somme 2.

Exercice 9

Soit I’équation & coefficients entiers agz™ + a1 2" '+ +an_1 2 +a, =0 avec ag #0.
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Montrer que si le rationnel b (donné sous forme irréductible) est solution de I’équation, alors p
divise a,, et ¢ divise ag.

Applications : trouver (si elles existent), les racines rationnelles de 32° +822+ 122 —5 = 0 puis
dez®—xz—1=0etenfinde22%+2°—-92*—623—-522-7Tx+6=0.

a+b+c=2

Trouver trois complexes a,b, ¢ qui vérifient { a? + b2 +¢2? =2
ad+b3+¢3=8
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12.6. EXERCICES COMPLEMENTAIRES

12.6 Exercices Complémentaires

Exercice 1

1. En développant de deux maniéres différentes le polynéme (1+ X)" (14 X)™, montrer que
k
. m+n n m
pourOSkgmln(m,n),( i >_Zo(z>(kz>
2. Développer de deux maniéres différentes le polynéome (1 + X)"(1 — X)
coeflicient du terme de degré n, et simplifier

oo (i)

k=0

" . préciser le

Exercice 2

1. Donner deux expressions du polynéme dérivée de (1 + X)".

En déduire la valeur de A4,, = Z k ( K >

k
k=0
2. Développer le polynéme X (1 + X)™, et exprimer son polynéme dérivé de deux fagons.
Quelle égalité remarquable obtient-on pour X =17 X =—17

Exercice 3

1
On désire calculer rapidement P(p) avec P = X° +2X% — X3 —2X —6 et p = i

2

=

1. Effectuer la division euclidienne de P par F = X? — X — 1.
2. Calculer P(yp).

3. S’inspirer de ce qui précede pour indiquer une méthode permettant de calculer rapidement
S(a) avec @ =34+ V2i et S =2X%—11X° +3X* 4 15X3 - 34X? + 47X — 23.

Exercice 4

A Tl’aide de la formule de Taylor, déterminer le reste dans la division euclidienne de X" par
(X —1)3.
On rappelle cette formule : si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n, alors, pour tout

" Pk (g
aeK,P:§ !()(X—a)k.
k=0

k

Exercice 5

1. Montrer que 2 est racine du polynéme P = X% — 9X3 4+ 30X2 — 44X + 24.
Quel est son ordre de multiplicité ?

2. Quelles sont les autres racines de P 7

Exercice 6

Quels sont les polynoémes P de C[X] qui soient T-périodiques (T' € C*), (ie) vérifiant : Vz € C,
P(z+T)=P(2)?

Soit n € N* : montrer que le polynéme A = nX" ™! — (n+1) X" +1 est divisible par B = (X —1)2.
Déterminer le quotient dans la division euclidienne de A par B.
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Exercice 8

Soit P un polynéme non nul de R[X] tel que P(X?) = P(X)P(X —1).

1. Montrer que, si a est une racine éventuellement complexe de P, alors a? et (a+ 1)2 sont
aussi racines de P.

2. Montrer que 0 n’est pas racine de P.
3. Montrer que, si a est une racine de P, alors |[a + 1] =1 =|al.

4. En déduire les racines de P et sa forme.

Exercice 9

Factoriser dans C[X] puis R[X] les polynémes suivants :

L P=X"'-1 5. P =X+ X'+ XP+ | 7. P=(1-X?%+8X°
2 p=X0 -1 XX 8. P=(1 X2)3 8X3
3. P=X'+1 6. P = X*—2cos(p) X2+ o

4. P=X>" -1 1 9. P=X%43X*+3X%+1

P 1
Soit P=X54+1etQ = i1 Montrer que, si z est une racine de @, alors Z = z + — vérifie
z

une équation du second degré. Puis factoriser P dans R[X].
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