Chapitre 6

Groupes - Anneaux - Corps

6.1 Lois de compositions

6.1.1 Définitions

Une loi de composition interne !

sur un ensemble E est une application

|ExE — E
(*)'{my) o aay

® Remarquer que la notation habituelle ” x(z,y) ”
est remplacée par ” x xy ” qui est plus commode.

® Les symboles les plus utilisés sont *, -, +, A, L, T, V,A, etc.

® Tout symbole peut étre utilisé.
Cependant, 'usage en limite parfois 1’utilisation

(par exemple, "+ et ”-” seront évitées si la loi n’est pas commutative.)

Un magma 2 est un couple (E,*), ot * est une LCI sur I'ensemble F.

Une loi de composition externe sur un ensemble F/, & opérateurs dans un ensemble F' est

FxE — E
(v,2) — a-x

une application®  (-) : {

Nous utiliserons les sigles ’ LCI ‘ et’ LCE ‘ pour désigner de telles lois.

Les ”opérations suivantes sont-elles des LCI ou des LCE :
1 : le produit scalaire sur les vecteurs du plan?

2 : 'opération ”milieu de” sur les points du plan?

3 : lopération "moyenne” sur les entiers?

Test 132

6.1.2 Qualités usuelles d’une LCI
x et V sont deux LCI sur E.
Associativité :
* est une LCI associative ssi
Va,y,2 € B, xx(y*xz)=(z*xy)*z
On parle alors de "magma associatif”.

Commutativité :
* est une LCI commutative ssi

Ve,ye FE, zxy=y*x

1. Ceci correspond & la notion d’opération sur un ensemble
2. Vocabulaire peu utilisé qui permet d’alléger certains énoncés.
3. On peut éventuellement changer l'ordre de E et F': E X F — E.
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On parle alors de ”magma commutatif”’.
Elément neutre :

e € E est élément neutre pour la loi x* ssi
VxekE, r*xe=2x (neutre & droite)
et e*xxr =2 (neutre & gauche)
On parle alors de "magma unifére ” ou de "magma unitaire ”.
Elément inversible : si e € E est élément neutre pour s , alors,
dyeFlE, yxx=e signifie que z est inversible d gauche
dyeFE zxy=e signifie que z est inversible & droite
JyeE zxy=yxx=e signifie que = est inversible

L’élément inverse est généralement noté =1 .

Elément régulier : ° a € E est régulier pour la loi * ssi

Va,yeFE, rTxa=yxa => r=1y (régulier & droite)
. et a*xT=a%xy = Tr=19Y (régulier o gauche)
Elément absorbant : a € E est absorbant pour la loi * ssi
VexekFE, Txa=a (absorbant & droite)
et a*xxr=a (absorbant & gauche)
Distributivité : laloi V est distributive par rapport a * ssi
Va,y,z€FE, xV(yxz)=(xVy) *(zVz) (& gauche)
et (xxy)Vz=(zVz)x(yV2) (& droite)
Montrer que la loi * définie sur R par: zxy =x+ y+ xy est une LCI commutative,
Test 133 associative, ayant un élément neutre et telle que tout élément différent de (-1) est inver-

sible.

Test 134 Montre que V définie sur P(E) par: AV B=A (F # @) est une LCI associative,
non commutative et ne possédant pas d’élément neutre.

6.1.3 Quelques propriétés élémentaires
% e S'il existe, I’élément neutre est unique

e Dans un magma associatif unifere :
o Tout élément inversible & droite est régulier a droite (idem & gauche)

Attention : la réciproque est fausse.
o Si z € E admet un inverse a droite et a gauche, ces inverses sont égaux.

o S’ existe, le symétrique est unique.
% o si x est symétrisable de symétrique =1,

alors 27! est symétrisable et (36_1)71 =

o si x et y sont symétrisables,

alors z *y est symétrisable et ’ (xxy) =gy Lxg!

6.1.4 Itérés d’un élément

Notation multiplicative :
FE est muni d’'une LCI associative notée * et possédant un élément neutre e.
Pour z € F et n € N, I’élément :

" = xxx k- -k
—

n fois

appelé itéré n-ieme de x est défini par récurrence :

' =e et VneN 2" =a2x(2")

4. Attention : s’il existe, I’élément neutre dépend de la loi et de I’ensemble
5. On peut dire ”simplifiable”.
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6.1. LOIS DE COMPOSITIONS

On a de plus pour tout (p,q) € \G
2Pt = 2P % 21 et (aP)? = 2P
Si z est inversible, ces relations sont vraies pour tout (p,q) € 72,

Exemple 9
Dans (F,0), f° désignera f o f, & ne pas confondre avec la multiplication

dans R ou C.
Notation additive :
Lorsque la loi est notée additivement, ’'itéré n-ieme d’un élément x de E est noté n - x ou nx au

lieu de 2™ pour n € N (ou n € Z si z est inversible).

’ATTENTION s en général, (z*y)" # ™ x y" sauf si * est commutative.

6.1.5 Morphismes

(E, ) et (F,A) sont deux magmas, et f: E — F une application.
f est un homomorphisme ° de (F, ) vers (F,A) ssi

Vr,yeE, f(rxy)=f(x)Af(y)

Un isomorphisme est un homomorphisme bijectif.

0 Homomorphisme

Un endomorphisme de (FE,x*) est un homomorphisme de (F,x) vers (F,%).

Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Exemples
xemp Id est un endomorphisme pour tout magma FE, *

In est un homomorphisme de (R}, x) vers (R,+)
exp est un homomorphisme de (R,+) vers (R}, X)
,+

La dérivation est un homomorphisme de (D(I,R),+) vers (F(I,R),+)

Test 135 La dérivation est-elle un morphisme pour la multiplication ?

Propriétés des morphismes
e Si f:(E,x)— (F,A)etg: (F,A)— (H,T) sont deux homomorphismes,
alors go f: (E,x) — (H,T) et un homomorphisme.
e Si f:(E,x)— (F,A) est un isomorphismes, alors
f~r:(F,A) — (E, %) et un isomorphisme.
(On retrouve ici le fait que Id est un endomorphisme)

Th. | > Utilisation des morphismes surjectifs

Si f:(FE,*)— (F,A) est un homomorphisme surjectif, alors :
e x associative = A associative

e x commutative = A commutative
e neutre dans (E,*) = f(e) neutre dans (F,A)

e 2! symétrique de x dans F
= f(z71) est le symétrique de f(x) dans F
(On note abusivement f(z~1) = (f(ac))71 2

Remarques : o Pour la derniere propriété, la surjection est inutile.

e Attention : la régularité ne se transmet pas...

Utiliser un morphisme surjectif pour montrer que R — {—1} muni de la loi * du test 77
page 77 est un groupe abélien. (on retrouvera le neutre et le symétrique.)

Test 136

6. On abrege souvent en "morphisme”.

Page 83 Alain Couteele et Mélissa Bailloeuil



CHAPITRE 6. GROUPES - ANNEAUX - CORPS

6.2 Groupes

6.2.1 Définition

Un groupe est un magma associatif unifere, dans lequel
tout élément admet un symétrique.

Le groupe est commutatif (ou abélien )7 quand * est commutative.

En résumé : (E,*) est un groupe ssi
» * est une LCI dans
» * est associative
» dJecE, VaxeFE, zxe=exx==x

»VeecE, 3z leE zxz! !

=x xx=e

% Conséquence immeédiate : dans un groupe, tout élément est régulier

E 1
xemples Z,Q,D,R,C sont des groupes abéliens pour ’addition.

F(I,R), R[X], Ry[X] aussi.
L’ensemble U des complexes de module 1, et ’ensemble des racines
n®"™* de 'unité sont des groupes multiplicatifs.

Important : dans un magma associatif unifere (E,x), ’ensemble E* des éléments
Test 137 inversibles est un groupe, vérifiez-le .
(En fait, R* désigne les éléments inversibles de R pour la multiplication, etc.)

6.2.2 Sous-groupe

Soit un magma (E,x*) .
A C F est stable pour * ssi Vaz,y (z,y) € A2 = zxyc A.

Dans ces conditions, la restriction de * a A est une LCI .
(A, %)® est un magma. On parle de la loi induite par * sur A.

A C E est un sous-groupe du groupe (FE,x*) si et seulement si
* induit sur A une structure de groupe.

Exemples
p ZchcQcRcC.
Chaque ensemble est un sous-groupe du suivant (pour +)
{e} est le plus petit sous-groupe de (E,*)  ("plus petit” pour I'inclusion)
E est le plus grand sous-groupe de (E,*)  ("plus grand” pour l'inclusion)
Un sous-groupe d’un groupe abélien est-il abélien 7
Test 138 , 1 . 1
Un sous-groupe d’un groupe non abélien est-il non abélien ?

Premiére propriété:° si A est un sous-groupe de E,
alors A et £ ont le méme élément neutre.
Th. | > Caractérisation d’un sous-groupe

A+ D
A C E est un sous-groupe de (E,*) ssi ¢ A est stable pour
Ve zcA=>az'tecA

Th. |> Autre caractérisation d’un sous-groupe

| A£ D
A C E est un sous-groupe de (FE, *) 551{ ¥ (2,1) GAQ, x*y_l cA

7. Niels Abel (1802-1829) mathématicien norvégien, dont les travaux ont été sous-estimés par ses pairs. Par
ses conditions de vie précaires, il décedera de tuberculose & 27 ans. Ce sont Jacobi et Galois qui mettront en avant
les découvertes d’Abel.

8. Normalement, il faudrait changer de notation, par exemple utiliser %, car * et ¥ n’ont pas le méme
ensemble de définition.

9. Vraie pour les groupes, cette propriété est est généralement fausse avec des magmas associatifs uniferes.
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Test 139 ’ Montrer que U est un groupe en tant que sous-groupe de C*.

Th. | > Intersection - réunion de sous-groupes

e Toute intersection d’une famille quelconque de sous groupes de (E,*) est un sous

groupe de E :
Viel, A; sous-groupe de E = ﬂ A; sous-groupe de E
iel
e Par contre : la réunion de deux sous-groupes n’est pas un sous-groupe, sauf si I'un

d’eux est inclus dans 'autre

[? Point Méthode : 11 est souvent plus facile de montrer qu'un ensemble muni d’'une LCI est
un groupe en montrant qu’il est un sous-groupe d’un groupe connu.

Exemples . . L N
(Q", x) est un sous-groupe de (R*, x), lui-méme sous-groupe de (C*, x).

(Un, x) est un sous-groupe de (U, x)

6.2.3 Groupe produit

Soient GG et G5 deux groupes.

Désignons par G; x G2 leur produit cartésien.

On peut définir sur G; X G5 une loi de composition * composante par composante :
(w1, 22) % (Y1,92) = (T1y1, T2y2)

Le produit z1y; apparaissant dans le second membre étant calculé dans G, et le produit zoys
dans Gs.

Th. | > Groupe produit

Cette loi de composition munit G X Gy d’une structure de groupe. Ce groupe est appelé
produit des groupes G et G5 et noté G; X Gs.

Si e; et es désignent respectivement les neutres de G; et de G, le neutre de G; X Ga est (eq, e3).
Le symétrique d’un élément (z1,29) de Gy x Gy est Pélément (z7 ', 25 1).

6.2.4 Morphisme de groupes

C’est un homomorphisme du groupe (E,x*) vers le groupe (F,A) .
Nous avons donc les propriétés du morphisme de magmas,

mais il est inutile ici de supposer la surjection. *°
Si f:(FE,*)— (F,A) est un morphisme de groupes, alors

o flegp) =er

eVaeE, f)=(f(x)"

On considere la loi T définie sur R par 2Ty = /23 +y3.
Test 140 | Montrer que (R, T) est un groupe abélien

1 : directement

2 : en utilisant un isomorphisme

6.2.5 Image, Noyau

Rappel
pp Soit f: E — F une application quelconque “ :

VACE: [l'image de A par f est’ensemble

f(Ay={yeF | JzeA y=f(x)}
¥V BC F: [l'image réciproque de B par f est ’ensemble

J(B)={r€E | f(z) B}

a. voir 2.3.2 page 32

10. Il faut savoir que les deux ensembles sont des groupes... Si ce n’est pas le cas, ne pas oublier que la
surjection peut permettre de montrer que (F7A) est un groupe.
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Soit f:(E,*) — (F,A) un morphisme de groupes.
L’image de f est I'image par f de F

’yEIm(f)©3x€E, y:f(a:)‘

Le noyau de f est I'image réciproque par f du singleton {e F}

’xEKer(f)@f(x):eF ‘

Th. | > Image directe et réciproque d’un sous-groupe

Si f:(E,*)— (F,A) est un morphisme de groupes, alors
e [’image d’un sous-groupe de F est un sous-groupe de F'

e En particulier : ’ Im (f) est un sous-groupe de F' ‘

e [’image réciproque d’un sous-groupe de F' est un sous-groupe de F

e En particulier : ’ Ker (f) est un sous-groupe de E ‘

Test 141 ’ Utiliser ce qui précede pour montrer que U est un groupe.

Th. | > Caractérisation des morphismes injectifs ou surjectifs

Si f:(E,x)— (F,A) est un morphisme de groupes, alors
e [ est injectif si et seulement si Ker (f) = {eg}

e f est surjectif siet seulement si Im (f) = F

6.3 Anneaux

6.3.1 Définition

Un groupe n’étant muni que d’une seule opération, nous allons munir l’en-
semble d’une deuziéme loi, en imposant des conditions pour que ces lois

puissent facilement “travailler ensemble”...

(E,+,) est un anneau si et seulement si
» (E,+) est un groupe abélien
» 7 -7 est une LCI sur E qui est :
D> associative

> il existe dans F un élément neutre pour -

[appelé élément unité , souvent noté 1 ou 1g]
> distributive a droite et a gauche par rapport +

Ne pas oublier le mot ”élément” de ”élément unité” 1.

est commutative.

” "

L’anneau est commutatif si la loi

Exemples . .
p Munis de "+”7 et 77, Z, D, Q, R, C sont des anneaux commutatifs,

(F(I,R),+,-), (R[X],+,-) également.

Test 142 Dire pourquoi (Rn X1, +, ) n’a pas une structure d’anneau. Comme précédemment, +
et - représentent I’addition et la multiplication des polynémes.
Montrer que dans un anneau (E,+,:) 1’élément unité 1g est unique. (On pourra en
Test 143 e .
prendre deux et montrer qu’il sont égaux.)

11. Utilisé seul, le mot ”unité” désigne un élément inversible pour la deuxiéme loi de I’anneau.
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6.3.2 Regles de calculs dans un anneau

ATTENTION : il ne faut pas généraliser toutes les régles habituelles.
Beaucoup de ces regles semblent naturelles car ce sont les celles utilisées pour les
calculs dans R ou C, voire méme avec les fonctions et les polynémes. Mais, cer-

taines de ces propriétés usuelles ont une autre origine que ”la structure d’anneau”

et ne seront pas valable dans tous les cas...

Dans l'anneau (E,+,-) , d’éléments neutres Og et 1g

eVreFl, Og-z=2x2-0g=0g (0g est absorbant pour -)

Attention : la réciproque est fausse (voir 6.3.3 page 88 I'intégrité)
eVzeFE x-(—1g)=(-1lpg) z=-z
eVeyecE, =z (7y) = (7%) = 7(% . y) (régle des signes)

” M,

e d’ou la distributivité par rapport a

Vz,y,z€ & voly—z)=ay-wez
T ’ (t—y) - z=x-2—y- 2

Un Anneau nul est un anneau dans lequel (04 = 14) .
Test 144 | Montrer que, si A est un anneau nul, alors A est un singleton A = {04} .
Conclusion : dans un anneau contenant au moins deux éléments : 04 # 14

Utilisation du symbole Z ( dans le cas d’une somme finie)

n
Zestunenotation: a1+a2+~~+an:2ak,
k=1
n
La définition mathématique de Z ajp est récursive '?
k=1
1 n n—1
Zak =a; et Vn>2, Zak :Zak—kan
k=1 k=1 k=1

Dans un anneau, la distributivité (& droite et & gauche) se généralise & toute somme finie :

v a,a1,a2, - ,0 € E7
n n n n
a- Zak :Z(wak) et Zak -a:Z(ak~a)
k=1 k=1 k=1 k=1
Test 145 Développer (Z ak> . (Z bk) (Attention : il y a un petit piege!)
k=1 k=1

> Formule du binéme de Newton 6

Si a et b commutent dans I'anneau (E, +, ) : VneN,

n
1. n n k  pn—k
a-b=b-a= (a+b)" =3 (k)a b
k=0
Attention : ceci n’est valable que si a et b commutent.

Th. |> Factorisation =" —y"

Si x et y commutent dans I'anneau (E, +, ) , VneN":
xn_yn:(x_y).(mn—1+xn—2_y+xn—3.y2+_“+yn—1)

(S’adapte & ™ +y™ si n est impair.)

Test 146 Ecrire cette factorisation en utilisant le symbole Z

12. c’est une expression qui se définit par rapport a elle méme.
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6.3.3 L’intégrité
Dans ce paragraphe, nous supposons l’anneau commutatif 3.

Diviseur de zéro : dans 'anneau commutatif (A, +,-), a est un diviseur
a 7& OA
dbe A, b#04 et a-b=04

de zéro ssi

Anneau intégre :  anneau non nul !4, commutatif et sans diviseur de zéro.
A Ainsi, dans un anneau integre (A,+,) : z-y=0ae2=04 ou y=0,4
x#04 et y#0s4 S x-y#04
Exemples

Z,D, Q, R, C, R[X] sont des anneaux inteégres.

F(R,R) est un anneau non intégre.

roN ’ ’

Dans R2 on définit les lois {(x’y) t(@y)=@taydy)
(z,9) - («,y) = (zz',yy)

Montrer que (RQ, +,-) est un anneau. Est-il integre ?

Test 147

Th. |> Lien entre intégrité et régularité

Pour un élément a non nul d’un anneau, on a 1’équivalence
a est régulier pour - & a n’est pas diviseur de zéro

6.3.4 Groupe des inversibles

Groupe des inversibles d’un anneau :

Soit A un anneau commutatif.
L’ensemble des éléments inversibles de A forment un groupe G multiplicatif.

Test 148 ’ Montrer la proposition précédente

6.3.5 Sous-anneau

Sous-anneau :
Soit A un anneau.
Dire que S est un sous-anneau de A signifie que S C A et que les lois de A confere & S la structure
d’anneau.

> Sous-Anneau

S est un sous-anneau de A si et seulement si
> stable par addition,
> stable par passage au symétrique pour la loi additive,
> stable par multiplication,
> contenant le neutre pour la multiplication.

Test 149 ’ Montrer le théoreme précédent.

6.3.6 Morphisme d’anneaux

Morphisme d’anneaux :

application d’un anneau (A4, +,+) vers un anneau (B, ®, ®) qui vérifie

flx+y) = fx)® fly)
V(z,y)e A® { flz-y) = f(z)© fy)
f(la) =1p

13. On se limite aux anneaux commutatifs pour ne pas avoir a distinguer 'intégrité a droite et a gauche.
14. Voir le test 6.3.2 page 87
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6.4 Corps

(E,+,-) est un anneau

Corps : (E,+,:) est un corps ssi Og # 1g (anneau non nul)
VxeFE, x+#0g = xinversible

Le corps (FE,+,:) est un corps commutatif silaloi”-” est commutative 15

A C E est un sous-corps de E ssi A est un sous-anneau de £
Sous-corps B A\Waeedor#0p =2 ted

E 1
xemples Q, R, C sont des corps commutatifs.
R[X] n’est pas un corps, mais R(X) est son corps des fractions...
(Z/2 75+, ) est un corps.
Lien avec ’'intégrité : ’ K corps commutatif = K anneau integre. ‘ &
Attention : la réciproque est fausse.
Somme des termes d’une suite géométrique :
n
1x — n+1
Test 150 Montrer que, dans tout corps K: =z # lgx = Zxk k%
k=0 lk —@

(L’usage de la notation ”fraction” est-il légitime ?)

M . . N Th) N
Le corps des fractions d’un anneau commutatif integre : e

Pour tout anneau commutatif integre A, il existe un corps C' tel que
» A est un sous-anneau de C'

» tout élément de x € C' se met sous la forme
(a,b) € A2 b#£0y4

= -

b )
C' est appelé le corps des fractions de A.

E 1
xempres Q est le corps des fractions de Z.

R(X) est le corps des fractions de R[X]

Test 151 ’ Z est un sous-anneau du corps R. R est-il le corps des fractions de Z? ‘

(4]
i

6.5 Application aux calculs dans C

6.5.1 Calcul de sommes

Proposition (Sommes remarquables)
Soit n € N*. Alors on a les égalités suivantes : %

b= n(n;— 1)' ‘E

-

=~
Il
-

B2 nn+1)(2n + 1).
6

M-

~
Il
-

15. Le programme se limite au cas des corps commutatifs

Alain Couteele et Mélissa Bailloeuil
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3. Zk3 L)

4. pour tout nombre réel q différent de 1, on a

n 1 q
k _
E q

k=0 1=q

% Point Méthode :
10
1. Calculons Z (5kz2 + 10k + 5).
k=1

=
(==}

(5k% +10k +5) = 5Zk2+102k+25
k=1

k=1
10
10)(10+1)@x1041) . 10(10+1
3" (5K + 10k + 5) 5( )( ha )6( <0 ) 10 (2+ ) 4510
k=1
10

(5k* + 10k + 5) 1425

=
Il
—

2. Soit n € N, calculons Z (32’”‘1)
k=0

"t/ ok " /2\" /1
>(mw) - %(3) <G
k=0 k=0 %
- 2k 1 " /2
> () = (5)°2(5
n n+1
SS(2) C (1))
£ \ 32kt 3 1-2
S2) () (- (2)
\3et ) \7 9
2n

3. Soit n € N*, calculons Z k3.
k=n

2n 2n n—1
S Ye-Se
k= k=1 k=1

() +1? (n— (= 1)+ 1)
z_: K= 4 a 4
z": B 4n2(22 +1)2 ~(n —41)2n2

k2_nn .
Yok = n? ((2n+ 1% - (= 1)2>
o 15 9 3
3 _ 2 2
,;Lk = n (4n + 5n + 4>

Remarque : On remarque que E ap = E a; = Zaa. ”Les entiers” k, j, | sont des indices de sommation

k=l =l
autrement dit ce sont des variables muettes que l’on peut inter-changer.
10
ft’ k — . ,
t Point Méthode : Simplifions E — . Posons j =k —2alors k =j + 2.

Quand k = 3, alors j =1
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Quand k£ = 10 alors j = 8.

On obtient
ik27k727z(j+2)27(j+2)72
k-2 = (G+2)—2
ikQ—k—2_2]2+3J
k-2 j
k=3 j=1
10 8
k> —k—2
SR S
k=3 j=1
Y SN , LN~ _n(n+1)
t Point Méthode : Montrons par récurrence que Vn € N*, Z k= —
k=1

Initialisation : Montrons que cette égalité est vraie au rang n = 1.

X 2
Le membre de gauche de I'égalité est égal a 1 et le membre de droite est égal a =1.
Donc I’égalité est vraie au rang 1.
- 1
Hérédité : Supposons qu’a un rang n, on a Z k= %
k=1
n+1
1 1)+1

Montrons alors qu’au rang n + 1, on a Z k= (n+ >((T;+ )+ )

k=1

n(n+1 n n+1)(n+2
1+..+n+(n+1):%+(n+1):(n+1)(§+1):%
1 1 1
Par conséquent 1+ 2+ ..+n+ (n+1) = (n+ )((T;—i_ )+ )
L’hérédité est démontrée.
n(n+1)

Conclusion Finalement, par le principe de récurrence, Yn € N*, 1 +2+ .. +n = 5

6.5.2 Sommes doubles

On appelle somme double toute somme du type

i=1 j=1

Attention, les bornes de la deuxieme somme peuvent dépendre de l'indice de la premiere somme.
Par exemple,

n [
> ai
i=1 j=1
Mais l'inverse n’arrive JAMAIS ou alors on a fait une erreur!

Ce sont les mémes regles de calcul que pour une somme simple. Remarquons que ’on peut mettre
en facteur dans la deuxiéme somme toute expression qui ne dépend pas du deuxieme indice.

n

n p
D WIED 9] 3L

i=1 j=1 i=1 j=1

Cette derniére remarque nous permet de factoriser une double somme lorsqu’on peut séparer les
indices :
n P n p
ZZaibj = <Z ai> ij
1 j=1

i=1j=1 im
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Test 152

Calculer Xn: z": 9%i—J

i=0 j=0

Si les bornes ne dépendent pas des indices, on peut intervertir les signes sans se poser de questions.

Sinon, les choses sont un peu plus délicates et on visualise souvent mieux la situation au moyen

d’un tableau.

/? Point

Méthode : Interversion au moyen d’un tableau Dans le tableau ci-contre, on peut

faire la somme des éléments ligne par ligne ou colonne par colonne.

i/j| 1 2 3
1 1,1

2 |az1 a2

3 |as1 az2 as3

On obtient ’égalité de sommes suivante :

n i n o n
§:§:ai,j: E: ai,j:E:E:ai’j

i=1 j=1 1<j<i<n j=11i=j

Ecrire de deux manieres différentes
Test 153 )
Qi,j
1<i<j<n
Vérifier que
n n k
k k
Test 154 E k2" = E 2
k=1 k=1 1=1
et donner une expression simple de cette somme en intervertissant ’ordre de sommation.
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Exercices

Groupes

Exercice 1
(G, %) est un groupe non commutatif, et a un élément de G.

1. Montrer que I', = {x €EG | zxa=uax :c} est un sous-groupe de G.

2. On appelle "centre de G”, ensemble noté C(G) des éléments qui commutent avec tout
élément de G: te€C(G)eVreG, txx=uzx*t.

(a) Comment relier C(G) aux ensembles T', précédents?
(b) Montrer que C(G) est un sous-groupe de G.

Exercice 2
Les ensembles (munis de lois) suivants sont-ils des groupes ?

N,+) @+ (2Z%x) (R, +)

Exercice 3
On définit la loi A sur R? par Y(z1,v1), (z2,72) € R?, (z1, 1) (22, 92) = (xl + 22, Y1 + € y2).
Montrer que (RQ, A) est un groupe non commutatif.

Exercice 4
Soit F un ensemble fini muni d’une loi de composition interne associative (notée multiplicative-

ment). Montrer qu’il existe z € E tel que 2* = .

Indice : pour z € F, {x@n), n e N*} ne peut étre formé d’éléments 2 & 2 distincts.)

—~

Exercice 5
Soit (G,¢) un groupe d’élément neutre e, tel que Vo € G, ToxT =e.
Montrer que G est un groupe abélien.

Exercice 6
Soit n € N, montrer que (nZ,+) est un groupe.
(On note nZ 'ensemble des nombres nk avec k € Z).

Morphismes

Exercice 7
Traduire en termes de morphismes de groupes les propriétés bien connues suivantes (dont le
domaine de validité a volontairement été omis) :

1. In(zy) = In(z) + In(y);
2. |22 = |z x |/|;

3. Ty =z \/y;

4. "V = e%e¥;

Exercice 8
Justifier que exp est un morphisme de (C, +) dans (C*, x).
Quel est son image ? Son noyau ?
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Exercice 9

[Automorphismes intérieurs] Soit (G, x) un groupe. Pour a € G, on note 7, : G — G défini par

To(x) = aza™? .

1. Démontrer que 7, est un endomorphisme de G.

2. Vérifier que, pour tout couple (a,b) € G, on a 7, 0 T = Typ.
3. Montrer que 7, est bijective et déterminer son inverse.
4.

En déduire que © = {7, avec a € G} muni du produit de composition est un groupe.

Anneaux
Si A est un sous-anneau de C, on note A[V?2] = {z € C|3(a,b) € A%,z = a + bV/2}.
1. Montrer que Z[v/2] est un anneau intégre.
2. Soient a,b deux entiers. Montrer que a + bv/2 est inversible dans I'anneau Z[\/§] si et
seulement si a® — 2b% € {—1;1}.

3. Montrer que Q[v/2] est un corps.

Eléments nilpotents d’un anneau
Soit A un anneau. Un élément a € A est dit nilpotent 8’il existe n € N* tel que a™ = 04.

1. Un élément nilpotent peut-il étre inversible ?
2. Soit a un élément nilpotent de A. Montrer que 14 —a est inversible, et calculer son inverse.

3. Soient a et b deux éléments qui commutent. On suppose que a est nilpotent. Montrer que
ab est nilpotent.

On définit sur Z? deux lois de compositions internes notées 4+ et * par :
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) et (a,b) x (¢,d) = (ac,ad + bc)

a) Montrer que (Z?, 4, x) est un anneau commutatif.
b) Montrer que A = {(a,0)/a € Z} est un sous-anneau de (Z?, +, * ).

Sommes et Produits
5

8 .
. . 2 J
Ecrire sans le symbole E les expressions E k“ et E 3
k=1 j=3
Ecrire les sommes suivantes avec le symbole g

1. 29435 +45+ .. +nd avecn € N, n > 2.
@ at 6 2n
2. 5+Z+€++%3VGCG€R

Soit n € N*, calculer les sommes suivantes :

n n n

LAy =) (5k+2) 2. B, =) (4k* — 4k +2) 3. Cp=> (6k% —2k+1)
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n n k .
1 8. Soit N H, =
4. D, =) (3k* -5k +1) 6. FnZ<3) T
k=0 k=2 > (K — 6 x 2F)
k=0 k=1
Principe des dominos ou téléscopage
1 a b

1. Déterminer deux réels a et b tels que Vk € N*, m =7 + il

100 1
2. En dédui —
n eu1re;k(k+1)

Sommes doubles

Calculer pour n € N*, S = Z Zin.

i=1 j=1
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6.6 Exercices Complémentaires

Exercice 1

Les ensembles (munis de lois) suivants sont-ils des groupes ?

1. (R*, x). (aZ,+), a € C.
a

3. S. .
2. (C,+). 4.1(aZ, x), a € C". 6.[(U, x).

Exercice 2

Soit (G, ¢) un groupe. Soit @ un élément fixé de G. On définit une loi interne * sur G par la
formule
THRY=T0a0Y

Montrer que (G, *) est un groupe.

Exercice 3

Montrer que (P(E),A) est un groupe, avec FAG = (FN G)U(GN F).

Exercice 4

On note Z/2Z I'ensemble {0 ; 1} muni des lois + et X définies par les tables suivantes :

+ (0|1 x| 0]1
010]|1 0100
1(1]0 I1]0/|1

Montrer que (Z/27Z, +, X ) est un corps

Exercice 5

Symbole de sommation
Soit n € N*, calculer les sommes suivantes :

n_ /9k+3 2n+1
1. InZ(ng) 5. Soit n € N*, My, = Y (k* 4 3*)
k=0 k=2
3p 2
2. Soit pe N*, J, =Y (2k+1) 6. Soit p € N, Ny = 3 (242 + K?)
k=2 k—p
2n 42
. = 2 > 2. %
3 Kn Z(k )aVQCTL_2 7 SOitpEN, OPZZ(Q)
k=n
P k=p
4. Soitp €N, p>3, L, = > (3k*+2k+2)
k=3

Exercice 6

On pose ug =0 et, Vn € N,
Up+1 = Uy + N1

Up = Up41 — Up
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1. Exprimer, Vn € N*,
n—1
PR
k=0
en fonction de u,,.

2. Exprimer, Vn € N*, u,, en fonction de n.

Exercice 7

Sommes doubles
Calculer pour n € N*,

S =

n
1=

(1 —2%)2%
1 5=0

Exercice 8

Sommes doubles
Calculer pour n € N*,
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