Chapitre 5

Fonctions usuelles

5.1 Notions incontournables

Les résultats de ce paragraphe seront démontrés plus loin dans ce cours.

5.1.1 Dérivée d’une composée

Attention : L , . . . . .
La dérivation s’applique & une fonction et non a son image.

Il faut écrive  f'(z) (et non (f(z)) .
Ceci évitera les confusions grossieres entre f’ (g(:r)) et (fog)'(x).

En cas de nécessité, utiliser la notation différentielle

Exemple | , 1
Ecrire (z sinz)’ n’est pas correct ‘et peut conduire & des fautes graves.

11 faut préférer I’écriture i(w sinx)
dx
Soit
Ly 4 K
go f — —
v = f(@) = g(f(2))

ou I et J sont deux intervalles de R.
Si f est dérivable sur I, et g dérivable sur J, alors la composée go f est dérivable? sur I

(gof) =g of xf

et

Déterminer ’ensemble de définition de

Inx

Test 110 fFro=y o

On commencera la rédaction par : "Soit t € R, x € Dy & -+ 7.
f est-elle dérivable sur son ensemble de définition 7

Ecrire directement la dérivée des fonctions qui, & x associent :

1 :sin(z?) 2:sin’z 3 :sin’(x?)
Test 111 '
4:fogoh 5:1n(sin\/1+ez) 6 :Vzxesnz

(on ne cherchera pas a déterminer I’ensemble de dérivabilité, ni & transformer le résultat)

5.1.2 Bijections et fonctions réciproques

Note :  Le résultat suivant se retrouve facilement en dérivant f~!o f =Id

1. C’est un abus d’écriture parfois toléré mais qu’il faut éviter.

2. Attention : ces conditions assurent la dérivabilité de la composée g o f. Elles sont suffisantes mais ne sont

pas nécessaires. Exemple : la fonction nulle 0 vérifie 0o ¢ dérivable méme si ¢ ne ’est pas.
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES

Th. | > Théoréme de Bijection continue (admis pour le moment)

Si f est une fonction réelle, continue, strictement monotone sur U'intervalle I :
e f définit une bijection de I dans 'intervalle J = f(I)

e la bijection réciproque f~! est continue strictement monotone sur .J.
f~! ale méme sens de variation que f.

e si de plus f est dérivable sur I, et f’ ne s’annule pas sur I, alors

! est dérivable sur J et ViteJ, (f71)(t) = W

Utiliser la dérivée de la = +— e” pour retrouver la dérivée de = +— Inzx
De méme, utiliser la dérivée de ”In” pour retrouver la dérivée de I’exponentielle

Test 112

5.2 Logarithmes, exponentielles, puissances

5.2.1 Fonctions logarithmes

1
La fonction logarithme népérien ? est définie sur RY par Inz= —dt.
1 t

Sur ]O,+oo[, 7In” est :
e continue, strictement croissante
1

o dérivable, avec In'z = — ol
T
e bijective de R’ vers R /

eVur,ycRl, In(ry)=Inz+Iny
1 !
eVzecR),, In—=-Inx 7l
T
eVnecZVareR,, In(z")=nlnx
D’ou Vz,y €RY, In T In(z) — In(y) .
Y
Les limites & connaitre :
In(1
lim Inx = — limwzl lim Inz = +o0
r—0+ x—0 x T——+00
1 «
Ya,B>0, lim z*In’z =0 lim — 2% =0
z—0t r—+00 zﬁ

Autres fonctions logarithmes
On appelle "fonction logarithme”, toute fonction réelle non nulle, définie dérivable sur R telle

que Vao,y e Ry, f(zy) = f(z)+ f(y)

& Ce sont les fonctions x +— Alnxz, e R*.
% Elles sont toutes bijectives de R vers R.
% Elles sont précisées par I'unique réel a € R} — {1} qui a pour image ”1”.
% On la désigne par logarithme de base a : |VaeR} — {1}, log,z= in—x
na
% log, est dérivable sur R* et log,’(z) = !
@ + N zIna

3. John Neper (ou Napier : 1550-1617). Mathématicien et théologien écossais.
Entre & 13 ans & 'université S*-Andrews ot il n’obtient aucun dipléme.
A découvert les logarithmes par une approche cinématique.
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5.2. LOGARITHMES, EXPONENTIELLES, PUISSANCES

5.2.2 Fonction exponentielle

La fonction ”logarithme népérien” est une bijection de R’ vers R, continue, strictement crois-
sante.

La fonction exponentielle réelle est la fonction réciproque.  Ses propriétés découlent des

propriétés de ”In”.

Sur R, 7exp” est :

e continue

e strictement croissante

e dérivable, avec exp'z =expz
e bijective de R vers R’

e Va,y exp(zx+y)=expxXexpy

~t

e en repere orthonormé, sa représentation graphique se
déduit de celle de ”In” par symétrie par rapport a la
premiere bissectrice

Les limites & connaitre

. .oer—1 .
lim e® =0T lim =1 lim e* = 400
xTr——00 x—0 x€X xr——+00
eOLCE
Va,B >0, lim z%?% =0 lim — =+
T——00 T—r+0o0 _'136

5.2.3 Fonctions puissances
R — RIL

. s g0 acR.

Une fonction puissance est une fonction de la forme * {

Les propriétés de 'exponentielle donnent les regles usuelles de calculs sur les puissances.

Attention :
Quand Dexposant n’est pas entier, la fonction puissance n’est définie que

sur RY .

Lorsqu’on ”mélange” des calculs avec des exposants entiers et des exposants
non entiers, il faut toujours travailler dans R. Sans cette précaution, les
”regles usuelles de calculs” ne sont plus valables.

> transformation et dérivation de z — z“

VaeR, VzeR], % = e T
Par conséquent, cette fonction se dérive en x — ax®”

Ceci permet d’obtenir les variations et la représentation
graphique des fonctions = — y = x*

xz |0 1 +o00
a>0 y|l0 A~ 1 /N 4+
T 0 1 +o00
o<0 TN TN 0
En 0

Pour a > 0, on peut poser le prolongement par continuité 0 = 0.
Pour a = 0, on pourrait poser le prolongement par continuité 0° = 1.

4. Remarquer la différence sur les ensembles de définition.
Habituellement : = — 2% est définie sur R, x — x5 est définie sur R*, mais, en tant que ”cas particulier
de fonction puissance”, 'ensemble de définition est limité a R .
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES

Attention : , L,
Le résultat précédent n’est valable que pour a constant...

Dans le cas f:x +— u(z)’™
positives],
il faut impérativement écrire

[u,v dérivables, u & valeurs strictement

f(fL‘) — ev(z) Inu(xz)

i se dérive en £ (a) = ") (1 (0) (o) + (o) L)

5.3 Fonctions circulaires directes

Y A Dexception des formules trigonométriques [voir 5.3.4] qui sont & connaitre par coeur, tous les
% résultats de ce paragraphe se retrouvent immédiatement en utilisant le cercle trigonométrique.
Mais savoir les retrouver rapidement reste indispensable !

5.3.1 Propriétés

Rappelons que pour « € R, cos(a) et sin(«) sont 1’ abscisse et 'ordonnée du point situé sur le
cercle unité d’affixe e'®.
Les fonctions trigonométriques circulaires sont continues et dérivables sur leur ensemble de

définition :
. sin(z)
propriété sin, cos tan : r —
cos(x)
™
définie sur R R- (5 + WZ)
période 2 m
. 1
dérivée cos, -sin 1+ tan? = —
. . N . . . .COS
limites pas de limite a 'infini | lim tanxz = 4+oc et lim tanz = —oo0
za% J:*)f%
< >

représentation

f

Dans un repeére (O; I, J), on considére un réel x appartenant a l'intervalle 0; %}, le point

M du cercle trigonométrique associé a x, et le point T & lintersection de la droite (OM)
et de la tangente au cercle en I.

1. Montrer que IT = sine
cosT
2. En rangeant dans l'ordre croissant les aires des triangle OIM, OIT et celle du
Test 113 secteur de disque OIM, montrer que, pour tout x de ]0; %}, siner < x < ST
cosx

3. En déduire que pour tout z de ]0; g], cosz < T <.
T
4. On montre de méme que l’encadrement est également vrai lorsque x appartient a
lintervalle [—%;0[.

5. En déduire, en utilisant la définition, que la fonction sinus est dérivable en 0 et
que sin’(0) = 1.

Déterminer une période de chacune des fonctions suivantes :
. . . 2 3
Test 114 1 : 2z — sin(z) + sin(2z) + sin(3z) 2 : 1 — tan ?x X COS 796
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5.3. FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES

5.3.2 Transformations élémentaires

. . . 7T .
Ce sont les transformations du genre sin(—z) = —sinz, cos(§ —x) =sinx, etc.

Angles opposés Angles supplémentaires Angles complémentaires

\ & B

cos(—z) = cosx cos(m —x) = —cosx cos E w) sinz
sin(—z) = —sinzx sin(m —x) = sinx 7%
tan(—z) = —tanx tan(r — z) = —tanx sin (7 — a:) = cosx
. . . . . oY ﬂ-
Angles qui different de 7 Angles qui different de 5
7-[- p—
cos(m + x) = —cosz et sin(m + ) = —sinzx cos (5 * m) = osme
. (T
tan(m + ) = tanx sin (5 + x) =cosx
Iy
2 |
Il ne faut pas les apprendre par coeur, ni utiliser | )
les formules de trigonométrie, mais savoir utiliser le r\|osm tan
7cercle trigonométrique”. Il faut savoir ou se lisent : %
cos(x), sin(x) et tan(z). Ci-contre, la visualisation .
de cos
™ .
COS(E +a)=—sinx

Utilisez le cercle trigonométrique pour transformer :
Test 115 cos(3m —z) cos(37m+x) tan(r —1257) sin(z+ ﬂ)
sin(E —z) sin(z — E) sin(z + E) ?
2 2 2

Th. |> Changer de ligne trigonométrique

cos(g —x) =sinx

sin(g —x) =cosz

5.3.3 Equations élémentaires

Les solutions des équations élémentaires se retrouvent immédiatement a partir du cercle trigo-
nométrique :
Th. | > Equations élémentaires

sinx =sina <& T =a
coOST =cosa < T =a
Tr=a

tanx =tana <&
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES

Test 116

cercle trigonométrique

Résoudre sin(3z) = sin(2x) puis sin(3z) = cos(2z) , et représenter les solutions sur un

Test 117 ’ Résoudre I’équation sinz =sin(2z) .

Test 118 ’ Résoudre ’équation sinx = tanz

Résolution de I’équation a sinzx +bcosz=c¢ a,b#0
e Méthode : on factorise par Va2 + b2 # 0 qui donne
b

a .
WSIH.%""

c . .
r=——— qui devient

—————cos
Va2 +b? C\/a2+b2

Cc

au choix :  sin(z + 6;) = ———= ou cos(z — 03) = ——
a?+0b? Va2 +0b2
Test 119 Cas particulier important : . .
transformez sinz +cosxz et sinz —cosxz

Test 120 Résoudre I'équation sinz + /3 cosz = /2

5.3.4 Formules trigonométriques

o

Il faut les apprendre et les revoir régulierement...
Il faut également savoir les retrouver rapidement...

Formule fondamentale
C’est cette formule qui explique la dénomination ”fonctions circulaires”

. N . = cos 0
En effet, ”sin” et ”cos” peuvent servir a paramétrer un cercle {9?6/ B z: 0
1 = sin?a+cos?a
1 T
= l+tan’a a#E - |7
cos?a # 2 ]
Formules d’addition
sin(fa+b) = sina cosb+sinb cosa
sin(a—b) = sina cosb—sinb cosa
cos(a+b) = cosa cosb—sina sinb
cos(a—b) = cosa cosb+sina sinb
tana + tanb ™
tan(a +b) = ——— a,bya+b# - [n]

1 —tana tanb

2

tana — tanb T

t -bh) = — ba—b# =
anfa - b) 1+ tana tanb @5 a a 2 7]

sin(2a) = 2sina cosa
cos(2a) = cos’a—sina
cos(2a) = 2cos?a—1
cos(2a) = 1-—2sin%a

2 tana T ™
tan(2 = — [ Z
an(2a) 1—tan’a a¢4[2]e a§é2[7r]

T
Calculer sing et sin —

Test 121 12

- s i
On pourra utiliser cos 1 et cos R

Test 122 Calculer sin(5z) en fonction de sinz en utilisant 5z = 2z + 3.
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5.4. FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES

Produits en sommes : LINEARISER
On ajoute (ou retranche) les formules fondamentales associées :

1
sina cosb = 3 (sin(a + b) + sin(a — b))
1
cosa cosb = 3 (cos(a + b) + cos(a — b))
1
sina sinb = ~5 (cos(a + b) — cos(a — b))

Trouver une primitive de la fonction =z — 3 sin(z) cos(4z).
Test 123 On pourra utiliser sina cosb = % (sin(a + b) + sin(a — b)).

Sommes en produits : FACTORISER
On "inverse” les formules précédentes :

P+q p—q

sinp+sing = 2sin cos 5

. . _ . P—q ptyq

sinp —sing = 2sin co 5

cosp+cosq = QCOSp;qCOSp;q
. .. p+q . p—¢q

cosp—cosq = —2sin sin 5

Sachant que «+ 8+ v = 7, montrer 1’égalité
sin a4 sin 8 + siny = 4 cos & cos é cos X
2 2 2
Test 124 a+B T v
Test plus difficile : on utilisera le fait que =

— — — et que la transformation en
2 2 2%

m . . . s s .
— — x permet d’échanger les lignes trigonométriques sin et cos.

2

Retrouver les valeurs de

C, = cos(kx) et S, = sin(kxz) [voir 4.2.4 page 55]
Test 125 kZ:O kzzo

s . X . X
en transformant les quantités sin — - C,, et sin = - S,

(et utilisez le ”principe des dominos”)

5.4 Fonctions circulaires réciproques

5.4.1 Définitions

La fonction Arcsin
c . . . N ™ T . . . O Restricti
La restriction de la fonction sinus a l'intervalle [75, 5} est continue, strictement croissante. Elle estrieron

définit une bijection de {—g g] sur [—1, 1]. Elle admet une fonction réciproque notée Arcsin

y=Arcsinz) | T= siny

o
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES

Les propriétés de la fonction Arcsin découlent de
celles de la fonction sin :

définie, continue sur [-1,1]
fonction impaire
strictement croissante
Tableau de variation
représentation graphique

tangente a l'origine
et aux extrémités.

La fonction Arccos
La restriction de la fonction cosinus a l'intervalle [0,77] est continue, strictement décroissante.
Elle définit une bijection de [O, 7r] sur [—1, 1] . Elle admet une fonction réciproque notée Arccos

o

Voir la dérivée page 73

ﬂ./2 ......... V2

arcsin Vi

y = Arccos x -
-1<x<1

T = CcoSYy
O0<y<smw

Les propriétés de la fonction Arccos découlent de
celles de la fonction cos :

définie, continue sur [-1,1]
strictement décroissante
Tableau de variation

représentation graphique

tangente en (0,7) et aux extrémités.

La fonction Arctan
La restriction de la fonction tangente a Iintervalle }—g 5 [ est continue, strictement croissante.

Voir la dérivée page 73

T
, =

Elle définit une bijection de ]—g, g[ sur R. Elle admet une fonction réciproque notée Arctan

y = Arctanx} o { T = tanyﬂ_
6 reR 3 <y< 5
Les propriétés de la fonction Arctan découlent de ,Imn P ’
celles de la fonction tan : ! P
! 4
e Définie, continuesur R L& //. ./.Ki ..........
e strictement croissante // arctan
e Tableau de variation
e représentation graphique - 7
e asymptotes //!/ .............................
e tangente a l'origine. /,’ ll
Voir la dérivée page 7?7 ) i l]
A Attention : nous n’avons pas Arcsin = sin”~ !, etc.
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5.5. FONCTIONS HYPERBOLIQUES

Donner la valeur de :

Test 126 1: sin(Arcsin ;1)7 2: Arcsin(sinm)  8: Arcsin (sin(7n))
in (si 7" . : T ) .
4 : Arcsin (sm T) 5: Arcsin (cos 3) 6 : Arcsin(sin 10)

Quel est ’ensemble de définition des composées suivantes :
Test 127 1: Arcsinosin ? 2 : sino Arcsin ?
En donner les représentations graphiques : On se limitera & —7 < x <27

Quelques formules a connaitre
T
o Vaxel-1,1], Arcsinx+ Arccosz = 5

1 T
e VuxeR", Arctanz + Arctan — = — —
T |ac| 2
5.4.2 Dérivées des fonctions circulaires inverses
Dérivée de Arc sinus
La fonction  sin }_g g[ S ]=11] st La fonction Arcsin est dérivable
.. . - P B 1
bijective, dérivable, et la dérivée ne s’annule sur ]_17 1[ . Arcsin'(z) =
pas. T— 22

Attention :  bien que définie pour z =1 et x = —1, Arcsin n’y est pas dérivable.

Dérivée de Arc cosinus

La fonction  cos : ]O ﬂ_[ N ]_1 1[ est bi- La fonction Arccos est dérivable

jective, dérivable, et la dérivée ne s’annule
pas.

-1

sur |—=1,1[, Arccos’(z) = Nipars

Attention :  bien que définie pour x =1 et x = —1, Arccos n’y est pas dérivable.

Dérivée de Arc tangente

o La fonction Arctan est dérivable

La fonction tan : ]*5, 5[ — R est bijec- )
tive, dérivable, et la dérivée ne s’annule pas. | sur R, Arctan’(z) = [T a2
T

5.5 Fonctions hyperboliques

5.5.1 Fonctions hyperboliques directes

Les fonctions ”sinus hyperbolique” et ”cosinus hyperbolique” sont les composantes impaire et
paire de la fonction ”exponentielle”. On les note :  ”sh” et ”ch”.

Alain Couteele et Mélissa Bailloeuil
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES

propriété sh ch th
et —e " et +e " shz
valeur she = ——— chy = ——— the = —
2 2 chx
définie sur R R R
parité impaire paire impaire
dérivée ch sh 1—th?

représentation

5.5.2 Trigonométrie hyperbolique

Formules fondamentales :

ch?2z —sh?x =1

1—th?z = 12
ch®z

C’est cette formule qui justifie la dénomination ”fonctions hyperboliques”.

- v . . , ==+chf
N 7ch” et "sh” peuvent étre utilisées pour paramétrer I’hyperbole {xy - s}i 0

‘ ™ transformation d’exponentielles
C’est I’équivalent des ”formules d’ Euler” :

e* =chz +shzx
VzER {e“”:chx—shx

Formules d’addition A titre d’exercice®...

sh(a+b) = shachb+shbcha
sh(a—b) = shachb—shbcha
ch(a+b) = chachb+shashbd
ch(a—b) = chachb—shashbd

Test 128 ’ Calculez sh(3z) en fonction de shx .

Remarque N . N . e .
En fait, a quelques signes pres, toutes les formules de trigonométrie circu-

®$ laires se retrouvent en trigonométrie hyperbolique

5. Ces formules sont ”Hors Programme”.
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5.6. PRIMITIVES USUELLES : COMPLEMENTS

5.6 Primitives usuelles : compléments

’ intervalle ‘ f(@) ‘ [ f(z) d ‘
R sinx —cosx + C*¢
R cosx sinx 4+ C*®
-3, 51 tan(x) —In|cosz| + C*®
1-%, 51 L =1+4tan’z tanx + C*°
’ intervalle ‘ F(@) ‘ [ f(z)de ‘
R chz shz + C*
R shz chz + C*
R thz Inchz + C*
R ﬁ:l—thzx tha + C*
RL on R . T
’ intervalle ‘ F(@) [ f(z)dzx
R H% Arctan z + C*
]—1,1] 1i$2 Arcsinz + C*

Les primitives suivantes sont données sous réserve de définition...
1l ne faut pas apprendre ces résultats par coeur.

Fraction du type inverse d’un polynéme de degré 1 :

. / dx_ln‘x—aH—Cte
r—a

Fraction du type inverse d’un polynéme de degré 2 :

1
° / 51 dxr = Arctanz 4+ C*¢ (primitive connue)

1 1
——dr = — Arctan e (a #0) (on factorise par a et on change de variable)
x? + a? a

(Cas précédent apres décomposition canonique)

x4+
ar?+bx +c
puis isoler en 2 fractions, 'une donnant un logarithme et ’autre un Arctan

dx pour A < 0 : faire apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur

/ dr pour A <0 : Arctan
ar? + b:z: +c

a b . .
/ T = / + dx puis 2 logarithmes
(x —x1) m—xg) (x—x1)  (z—2x9)
(a et b se détermine par identification)
— -1 + Cte
(x —x1)? (x — 1)
1 , .
Mettre ——————— sous la forme d’une somme de deux fractions.

(@t D@ +2)

1
Test 129 En déduire la valeur de /0 m .

1
1
Inspirez-vous de ce qui précede pour calculer /
o (@+1)

(z+2)(z + 3)
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CHAPITRE 5. FONCTIONS USUELLES

1 —
Test 130 Intégrer : / 6z dz
o (@-—

3)(2x —5)

1
x
Test 131 Calculer I 7/0 mdi‘ .

5.7 Exponentielle complexe

La fonction exponentielle complexe est I’application définie sur C et a valeurs dans C définie
par :

V (z,y) € R?,

Les propriétés usuelles® de Pexponentielle restent valables dans C.

ety = ¢ (cosy+i siny)

Définiti
CHIMON | périvée d’une fonction complexe d’une variable réelle :
. ICR — C
t : .
s T ATSE T s aweine o
ou fi1 et fo sont a valeurs réelles.
f est dérivable sur I

si et seulement si f1 et fo le sont,

et alors’Vte I, f(t) = fi(t) +ifa(t)

Applications :

. - . I —- C
» Si p: I CR — C est dérivable, alors, la fonction f : {t o ee®

d
est dérivable sur I, et pr e?W) = /(1) e?®
d
» o € C. La fonction {R - (St est dérivable et et =qe®t
t — e dt

6. Propriétés de morphisme, c’est-a-dire e*T? = e® x e®

Lycée Chatelet, Douai, 2024-2025 Page 76




5.8. EXERCICES

5.8 Exercices

2

Calculer sin(2z) sachant que sinx + cosz = 2 E

Calculer ensuite |cos(2z)] et |tan(2x)]

Exercice 2

. = 1
Résoudre le systeme {sm T+ siny

4 cosx cosy =3

Primitives

Exercice 3

Déterminer les primitives suivantes :

a) /m(tQ—t—f—l)e_tdt b) /z(t—l)sintdt c) /I(H—l)chtdt

Exercice 4

Calculer les intégrales suivantes :
1 1 1
d Arct
a)/Qifc b)/de C>/wdx
0 T24+ax+1 o 2341 o (z+1)2

Puissances et exponentielles

Exercice 5

Déterminer les limites suivantes :

a) lim 2t/ b) lim zvV* ¢) lim 2t/
T—+00 z—0 r—0+

Exercice 6

Résoudre les équations suivantes :

a) e +e'™" =e+1 dans R b) zV* = (/z)" dans R c) 2% —3vm1/2 — ge+1/2 _ g2e—d

Fonctions trigonométriques
Linéariser :
a) cos® b) cos zsin® z ¢) cos® zsin®
d) cosacosb e) cosacosbcosc

Exercice 8

Développer :

a) cos3a b) tan(a+ b+ c)
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Exercice 9

Ecrire sous la forme A cos(x — ¢) les expressions suivantes :

a) cosz +sinz  b) cosz — V3sinz

Résoudre les équations suivantes d’inconnues z € R.

a) cos(2x — 7/3) = sin(z + 37/4) b) cos* z +sinz =1
¢)sinx +sin3z =0 d) sinz + sin 2z 4 sin3x =0
e) 3cosx — V3sinz = V6 f) 2sinz. cos z + V3 cos 2z = 0

Fonctions trigonométriques inverses

Simplifier les expressions suivantes :

a) cos(2 Arccosz)  b) cos(2Arcsinz)  ¢) sin(2 Arccos x)
d) cos(2 Arctanx) e) sin(2 Arctanz) f) tan(2 Arcsinx)

T
Simplifier Arcsin ————.
P V1422

On pourra déterminer son ensemble de dérivabilité puis calculer sa dérivée.

Résoudre les équations suivantes d’inconnue x réelle :

4 5
a) Arcsinz = Arcsin R + Arcsin E b) Arcsintanz =  ¢) Arccosz = Arcsin 2z

Fonctions hyperboliques

- 7T _ y,
Smtye} 2,2[.Onposex—ln<tan<2+4)>.

Montrer que thg = tan %, thz = siny et chx =

cosy’

Pour n € Net a,b € R, calculer

Zch(a + kb) et Zsh(a + kb)
k=0

k=0
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5.9 Exercices Complémentaires

Exercice 1

Un grand classique :  la formule de Machin”

1 1 T
Mont 4 Arctan — — Arctan — = —
ontrer que rctan rctan 939 = 4

Exercice 2

a) Montrer que, pour tout z > —1
In(1+2) <z

b) En déduire que pour tout n € N\ {0,1}
\" 1\
1+—-) e (1—-—
n n

a) Etablir que pour tout z,y € RT, |\/§f \/ﬂ <Vl0|y — =zl

b) Ce résultat est-il encore vrai en terme de racine cubique ?

Exercice 4

Résoudre les systemes suivants :
8% =10 e =g
) Y b
2% =5y 2zy =1

Exercice 5

2

. . x
Etablir que pour tout z € RT, on a sinz < z et pour tout z € R, cosz > 1 — CR
Soit x #0 [27].
a) Montrer
. . . sin 7("';1)38 sin 7F
sinz +sin2x + --- +sinnx = —
sin §
en procédant par récurrence sur n € N.
b) En exploitant les nombres complexes.
Résoudre les équations suivantes d’inconnue x réelle :
7T 2z tanz
d) Arctanz + Arctan (x\/g) =1 e) Arcsin 52— Arctanz  f) Arcsin =z
x

Exercice 8

Soit p € N. Calculer Arctan(p + 1) — Arctan(p).

. 1
Etudier la limite de la suite (S,,) de terme général : S,, = Z Arctan —————.
=0 pP+p+1

7. John Machin (1680-1751) Mathématicien Anglais, a calculé 7 avec 100 décimales grace & cette formule et &
la série de Grégory.
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