Chapitre 3

Equations différentielles et
primitives

Dans ce chapitre, K désigne soit R, soit C.

3.1 Primitives usuelles

Dans cette partie, les fonctions considérées sont & valeurs réelles ou complexes. Les propriétés et théorémes
seront démontrées ultérieurement dans le chapitre Intégration
3.1.1 Définition de primitive
Une primitive de f € F(I,K) sur Uintervalle I de R

est une fonction F', dérivable sur I telle que F' = f .

Th. | > Ensemble des primitives

Si F' est une primitive de f sur 'intervalle I, alors

les primitives de f sur I sont les fonctions F + A\, A € K.

Attention : e Ceci n’est valable que sur un intervalle.

e Dans ces conditions, il existe une et une seule primitive qui prend
une valeur donnée b en un point a € I.

> Théoréme de Leibniz

Si f est continue sur I alors

Vael, F:xl—>/f(t)dt est une primitive de f sur I

Plus précisément, F' est la primitive qui s’annule en a.

Remarque : On note f continue sur I par f € C°(I) et ce théoréme sera démontré dans le chapitre intégration.

Corollaire

b
f est continue sur [a,b] = / ft)dt = [F(t)}z = F(b) — F(a)

ou F est une primitive quelconque de f sur [a,b]

b
Test 60 Si f est dérivable sur [a,b] , peut-on dire que / fl@ydt = f(b) — f(a) ?
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET PRIMITIVES

fe CO(R). Les fonctions suivantes sont-elles des primitives de f? (On pourra noter F
une primitive de f.)

Test 61 0 2@

n@ = [ roa g = [ o

xT
Sont-elles dérivables?  Si oui, calculer la dérivée.

f est continue sur l'intervalle I. Notons F' une primitive de f sur I.

T 2
Test 62 Montrer que la fonction g définie sur I par g(z) = / ft)ydt est

dérivable sur I, et calculer la dérivée.

3.1.2 Primitives usuelles
b
Notation: Avec des bornes : / f est une intégrale (c’est un scalaire)
a

Sans les bornes® : /f désigne une primitive quelconque de f

Cette notation ne désigne pas une fonction précise

intervalle ‘ f(z) ‘

[ f(z)d
R " (nen) f:rll + C'e
R* ou R* 2" (nez—{-1}) 2Ot
R% 2% (acR—{-1}) f:ll + Cte
R% ou R 1 In |z| 4+ C**
R e” e’ +C'
R% In z rIn(z) —z + C*
R sinx —cosx + C*
R cos T sinz 4 C'*
’ condition ‘ f(@) J J (@) de
u e CH(I) u™u’ (nen) 1:::; +C'e
ueC(I)etu>0ouu<0 u"u' (nez—{-1}) 7:::11 +Cte
uelC(I)etu>0 'y (acR—{-1}) ’f;:ll + C'e
uelC(I)etu>00uu<0 % In |u| + C*
u € CH(I) eu e +C*
u e CH(I) u' sinu —cosu + C**
u e CHI) u' cosu sinu + C*
Donner des primitives de
Test 63 sin(2x) 2sin(z) cos(z) ||
On précisera sur quel intervalle on les détermine.

3.1.3 Formules d’intégration

Th. | > Intégration par parties :
Si fetg sont de classe C' sur [a,b] :

h

/ab(f’g) =[fq] - /ab(fg’)

T
1. On dit parfois ”intégrale indéfinie” : /f(x) de = / f(t)dt 4 Cte
a
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3.1. PRIMITIVES USUELLES

Quelques usages classiques de ce type d’intégration sont :
g y g

e Dans une intégrale de la forme / P(t) f(t)dt,

on supprime le facteur polynémial

(chaque intégration par partie diminue son degré d’une unité).
e Apres une ou plusieurs intégrations par parties,
on retrouve l'intégrale initiale.
(Cette intégrale est alors solution d’une équation algébrique.)

e Calculer une intégrale par récurrence.

b b
Test 64 Calculer / z sin(z) dz / z? sin(z) dx
5
Test 65 En utilisant une intégration par parties, calculer / e dx.
1
5
Test 66 En utilisant une intégration par parties, calculer / x In(x)dz.
1
Th. | > Intégration par changement de variable : %
Si ¢ est de classe C' sur [a,b], et f continue sur ¢([a,b]) , alors
b ) »(b)
[ @) p@de= [
a v(a)

Note : ¢([a, b]) D [p(a), p(b)]

Remarque : On dit que f est de classe C! sur I lorsque f est continue et de dérivée continue sur I.

Remarques , . . . co
e Il n’est pas nécessaire que ¢ soit une bijection.

e Par contre la continuité de f sur [p(a), ¢(b)] peut ne pas suffire.
e Bien s’assurer que le changement de variable est de classe C

e [’usage de la notation différentielle est trés commode :
t=p(r) = dt=¢' (z)dx = f (go(x)) @' (z)dr = f(t)dt
(il reste & déterminer les bornes.)
e Par un changement de la forme z = at+ 8, on peut transformer 'inter-
valle d’intégration [a,b] en [0,1] ou en [—1,1].

b
Trouver « et 3 pour que le changement de variable x = at + 3 transforme / f(z)dx
Test 67 ¢

1 1
en /0 flat+ B)adt , puis en llf(at+ﬂ)adt

Cette formule s’utilise dans les 2 sens
» ”de gauche a droite”

2 5
2 1

. / a: dxr  devient / —du
1422 5 U

1
car  w :x — 1+2° C sur [-1,2] et f:u — " continue sur
u([-1,2]) = [1,5]]

3 2
. I:/ zV1+xzdr devient / 2(w? —1)u’du
0 1
car

Exemples

VitFz=u=l14+z=u" = de=2udu = zvV1+zde = (u” —1)u2udu
f@) = ¢ (z,u(@) =g (u(@) u'(z) ol u:z — VI+a estC sur[L,2]
et f continue sur u([0,3]) =[1,2]

» ”de droite a gauche”
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET PRIMITIVES

Exemples

1 /2 /2
/ V1—z2dx devient / V1 —sin?t cost dt:/ cos? ¢ dt
0 0 0
car sin est C' sur [0, Z] et f continue sur sin([0, Z]) = [0, 1]
5m/2
Attention : [ # cos>t dt (probléeme du signe du cos)
0
Intégrales de la forme f(u)u' : primitiver
Test 68 z In(lnt ® T ogint T gindt
/ Innt) 4, / t\/1+t2dt / L / S ° gt
t cos?3t cost
/2
e Justifier 'existence de I = / cos(z) Vsinzx dx
0
Test 69 e Calculer I en utilisant le changement de variable sinx =t¢.
e Retrouver ce dernier résultat en posant sinx = u??
(Plus difficile) Effectuer le changement de variable z° = u pour transformer
2 2
I= / 20 f(x?)de et J= / 2z f(x?)dz. Quen déduisez-vous?
Test 70 1 -1

Appliquer ceci pour f(z) = sin(z), puis f(z) = V= .
2
Dans ce dernier cas, a-t-on J = / 2z2%dz ? Pourquoi?
-1

1
Test 71 Intégrer / xvV1—x2dr enposant x =sint
0

3.2 Généralités sur les équations différentielles

3.2.1 Introduction

En mathématiques et en physique, la traduction de certaines conditions ou phénomenes na-
turels conduit souvent obtenir un lien entre une fonction et ses dérivées. C’est une ”équation
différentielle”.

Ezemple :  trouver une courbe I' d’équation y = f(z) telle
que, en tout point M(x,y) € ', la tangente en M passe par le
point P, symétrique par rapport a l'origine de la projection de
M sur I'axe des ordonnées. P

3.2.2 Vocabulaire

Equations différentielles du premier ordre

Introduction ,
FEtudions un exemple concret :

Soit I'équation différentielle (E): zyy’ +y° =sinz.
Note : y est une fonction, et 3y’ est sa dérivée.
2

Sous forme résolue, (E) devient y' = W = f(z,y)

ou f est définie sur D:{(gc,y)E]R2 | z#£0ety#0}

y' = f(z,y) | est une équation différentielle du premier ordre
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3.2. GENERALITES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

lorsque [ est une application de D vers K
ou K est généralement R ou C
et D est un sous-ensemble de R x K

Vocabulaire Soit I un intervalle de R.

e une solution sur [ de I’équation différentielle,
est une fonction y: I — K qui vérifie :
Veel, (zy@)eD et y'(x)=/f(zy)
e Résoudre sur I (ou encore intégrer sur I ) I’équation
différentielle, c’est rechercher toutes les solutions sur 1.

e Une solution y vérifie la condition initiale (xo,yg) €D

si et seulement si elle vérifie y(zo) = yo 2

Transformez * (E) : yy' +Inz = 2y’ en une équation différentielle du premier ordre.
Précisez alors ’ensemble D.

Test 72

a. (E) est déja une équation différentielle. La transformation consiste & la mettre sous sa
forme dite résolue.

Equations différentielles du second ordre C’est une simple adaptation de ce qui précede,
Iéquation y” = f(x,y,y’) est étant associée & la fonction f: DCRxKx K — K.

Une condition de Cauchy est un triplet (:Co, Y0, yg) eD

Trouver les solutions polynomiales de degré au plus 2 de 1’équation 2 —y’ +zy” =0
(On pourrait remarquer qu’un polynoéme solution est forcément de degré au plus 2)

Test 73

3.2.3 Cas de la fonction exponentielle

Caractérisation par une équation différentielle
R —- C
x = e%®
avec ¢, (r) =ae*” . On peut donc dire que ¢, est une solution de I'équation différentielle
(E): y"=ay. Deplus, ¢, vérifie la condition initiale ¢, (0) =1.

Si « est un complexe, 'application ¢, { est définie, continue, dérivable sur R,

Th. | > Solutions de ’équation différentielle 3y’ = ay, a€C

Les solutions sur R de cette équation sont les fonctions
x— Ae*? a,AeC
x — e“” est la seule solution qui vérifie la condition initiale (0, 1).

Th. | > Caractérisation par une équation fonctionnelle

Les fonctions ¢, dérivables sur R qui vérifient

V(z,y) €R? oz +y) = p(x)p(y)

sont e la fonction nulle

o les fonctions exponentielles  (de la forme z — e¢*®, a € C)

1. Trouver une équation différentielle simple, d’ordre 2, dont ”sin” est une des solu-
tions.

Test 74 2. Trouver une équation différentielle simple d’ordre 1 qu’on ne cherchera pas a
mettre sous sa forme résolue dont ”cos” est une des solution

x

3. Trouver une équation différentielle simple, d’ordre 2, dont x — e*® est solution.

2. C’est un ”probleme de Cauchy ”
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET PRIMITIVES

3.3 Equations linéaires d’ordre 1

3.3.1 Généralités

Une équation linéaire du premier ordre est une équation différentielle qui peut se mettre

sous la forme
y' +a(x)y = b(x)

ou a, b sont deux fonctions continues sur un méme intervalle I C R, & valeurs dans K.
y' +a(z)y =0 est '’équation homogene associée.

Quelles sont les équations linéaires 7
Test 75 1:y' +y=2+2 2:zy' +z’cosc=y(l—-z) 3:dy=(1-y)dz
4:y" =y(xy+1) 5:1+y2:y'(m—\/§)

3.3.2 Pourquoi ”linéaire” ?

Th. |> Propriétés d’une équation différentielle linéaire

Pour une équation différentielle linéaire du premier ordre (E) nous avons :
» L’ensemble £ des solutions de 1’équation homogeéne est :
> stable pour 'addition : Vyi,y2 €&, y1 +y2 €&

> stable pour la multiplication externe: Vy e &, VAEK, Aye &

» La solution générale de ’équation avec second membre :
c’est la somme d’une solution particuliere de 1’équation avec second membre et de la
solution générale de I’équation sans second membre associée.
» Le principe de superposition :
Si I'équation est de la forme (E): y’+ a(x)y = bi(x) + Bb2(z), une solution parti-
culiere de (E) est y; + fy2, ou
> y; est une solution particuliere de (E1): y' +a(z)y = b1 (x)

> yo une solution de (FE2): y’' +a(z)y = ba(z) .

3.3.3 Résolution de I’équation homogene
% Th. |> Solutions de y' +a(z)y =0

Soit a continue sur 1.
Les solutions de y’ + a(z)y =0 sur I sont les fonctions

y:x — Aexp (/ —a(t) dt) = Xe 4@

ou A € K et A est une primitive de a sur I.

Test 76 ’ Résoudre les équations homogenes des équations linéaires du test précédent.

3.3.4 Recherche d’une solution particuliére

Nous avons vu que pour achever la résolution de 1’équation avec second membre, il suffit de
connaitre une solution particuliere (une seule suffit).

Existence d’une solution évidente
il est alors inutile d’aller chercher plus loin.

Recherche d’une solution sous une forme particuliere
parfois, il semble que certaines fonctions semblent de bons candidats pour étre une solution
particuliere. On les recherche alors sous cette forme (mais le succes n’est pas assuré).
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3.4. EQUATIONS LINEAIRE D’ORDRE DEUX A COEFFICIENTS CONSTANTS

Pour chacune des équations suivantes, rechercher une solution particuliére sous une forme
que 'on déterminera. (On ne demande pas la résolution générale)
lzxy/+y:3x2+2x+l 2:y 4+y=3cosx —sinz
3:y ' +y=zx+e” +sinzx

Test 77

Méthode de ”variation de la constante”

Cette méthode est infaillible mais souvent plus lourde.

La solution générale de I'équation homogene étant de la forme y = Ae , on cherche une
solution particuliere sous la forme yo = A(z) e~ 4@ . don N, dont on déduit une fonction \,
puis une solution particuliere yq .

—A(z)

1
Résoudre 1'équation différentielle y' + —y = T sur ]1; +o0].
T T —

Dans l'application de la méthode de la variation de la constante, il nous faudra une
2

e ey x . . oz
primitive de = — o on pourra alors se servir de 1’égalité valable pour tout x de
T —

R\ {1} :

Test 78

1‘2

—ngrlJrL
z—1 z—1

3.3.5 Cas d’une condition initiale
Th. |> Probleme de Cauchy

Si a et b sont continues sur U'intervalle I, et si (x0,90) € I X K,
alors il existe une unique solution de I’équation y’ + a(x)y = b(x) qui satisfait au
probleme de Cauchy y(zg) = yo -

3.4 Equations linéaire d’ordre deux a coefficients constants

3.4.1 Définitions
e C’est une équation de la forme ay” + by’ +cy = f(x),

ou a,b,ceC, a#0, [ estcontinue sur un intervalle I de R.

eay” +by'+cy=0 est 'équation homogene associée.

e L’équation ar?+br+c=0 est] équation caractéristique .

Quelles sont les équations linéaires ?

1" -6y’ +13y=4 2" +3y' +2y=1+2+2>
2x

Test 79

I 2x

4" 4y vy 2y —2yy - 2y'y") =e

5:y” =xysinz (attention aux pieges!)

3wy —dy=uxe

3.4.2 Equation linéaire

Les conséquences sont donc les mémes que pour une équation du premier ordre :
> Les solutions de ’équation homogene sont stables pour ’addition et pour la multiplication par
une constante
> La solution générale de (F) s’obtient en ajoutant une solution particuliere de (F) & la solution
générale de ’équation homogene.
> Principe de superposition : si f(z) est de la forme fi(x) + 8 fa(z) , une solution particuliere
de (E) est y1 + By2, ou
e y; est une solution particuliere de (Fy): ay” +by’ +cy = fi(v)

e 3 une solution de (E3): ay” +by’ +cy= fa(x).
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET PRIMITIVES

3.4.3 Résolution de I’équation homogene

Th. | > Solution exponentielle de I’équation homogeéne :

L’application z + e*®  est solution de léquation ay” +by +cy=0
si et seulement si « est solution de I’équation caractéristique ar?+br+c¢=0.

Th. | > Solutions complexes de 1’équation homogene

Soit (E): ay” +by’ + cy =0 une équation différentielle & coefficients constants. ~Si
I’équation caractéristique admet :
> deux racines distinctes 71 et ro

alors, les solutions de (FE) sont ’ y:x— Aje 4+ Aye™" A, A3 €C

> une racine double ri = rg

alors, les solutions de (E) sont | y : x (A1 + JcAg) e® A, A eC

Test 80 ’ Résoudre dans C les équations homogenes des équations linéaires du test précédent.

Th. | > Solutions réelles de ’équation homogeéne

Soit I’équation ay” +by’ +cy =0 a coefficients constants réels. Si I’équation ca-
ractéristique admet :

> deux racines réelles distinctes 1 et 7o,  alors, les solutions réelles
sont les fonctions ’ y:x— Aje™ 4 Are™® A, A3 €R

> une racine réelle double r1 = ro, alors, les solutions réelles
sont les fonctions | y:x — (Ay+zA)e™”, A, Ay €R

> deux racines non réelles conjuguées a =i, o, € R, alors, les solutions réelles sont
les fonctions

y:xz— e*” (A cos(Ba) + Az sin(Bz)), A1, A €R

Test 81 ’ Résoudre dans R les équations homogenes des équations linéaires du test précédent.

3.4.4 Recherche d’une solution particuliere

On ne traite ici que quelques cas particuliers.

Si f(z) est de la forme P(z)e®®, P polynéme de degré n
e L'équation ay” +by’+cy= f(z) admet une solution particuliere sous la forme Q(z)e®”,
@% ol ) est un polynéme

o de degré n si « n’est pas solution de ’équation caractéristique
o de degré n+ 1 si a est racine simple de I’équation caractéristique

o de degré n + 2 si « est racine double de ’équation caractéristique

e On obtient ) par identification.

Si f(z) est de la forme A cos(Sx)+ u sin(5x)

e Léquation ay” + by’ + cy = f(z) admet une solution particuliére sous la forme P(x)cos(Bx) + Q(x)sin(Bx)
@% ou P,Q sont des polynoémes

o de degré 0 si i3 n’est pas solution de I’équation caractéristique
o de degré 1 si i est racine simple de I’équation caractéristique

o de degré 2 si i est racine double de ’équation caractéristique
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3.4. EQUATIONS LINEAIRE D’ORDRE DEUX A COEFFICIENTS CONSTANTS

e On obtient P et () par identification.

&
R ~3
emArAUe | 1) ogt souvent plus rapide de chercher une solution sous une forme adaptée,
en procédant par identification.
Indiquer le forme d’une solution particuliere des équations linéaires du test précédent.
Test 82 .
(On ne demande pas le calcul effectif)
Test 83 ’ Intégrer dans R I’équation différentielle y" + 4y = 4 sin(2z)
3.4.5 Condition initiale
Pour une équation du second ordre, une condition initiale est un triplet (a 0, ’y) .
La solution y de 1’équation différentielle vérifie la condition initiale® si et seulement si
yla) =5 et yla)=x
Th. | > Equation linéaire et condition initiale (admis)
Pour toute équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, il existe une
et une seule solution qui vérifie les conditions initiales. H
o

3. Ou ”condition de Cauchy”
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET PRIMITIVES

3.5 Exercices

Exercice 1
Justifier 'existence des intégrales suivantes puis les calculer.

2 n 1
n )
0 0 0
0 1 vn € N, n > 2, F, =
_ 2 > 43z D= 5z dr 1
B= [(z*+1)e dx T 5t o
1 0 (1 + t2)n
0

Exercice 2

Integratlon par partles
e

J= /xe‘“dw K= /x + 2)e*dx Vn € N*, L, f/t" In tdt

—1 1

Exercice 3

Changement de variable
1 e

2
1
O:/x\/3m+1dm (u=3x+1)P:/nTtdt (a::lnt)Q:/Sy\/5—2ydy (x =5—2y)
0 1

1

Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Exercice 4

Résoudre 'équation différentielle 3’ 4+ zy = (222 4+ Tz + 8) e?

Exercice 5

Soit équation différentielle (E): z(z+ 1)y’ —y+1=0.

1. Quelles sont les solutions de (E) sur |—oo, —1[ ?

1 1 1
On remarquera que — — =
z z+1 z(z+1)

2. Méme question sur ]—170[ , puis sur ]0, —l—oo[ ?
3. (hors programme) Peut-on raccorder les solutions en 0?7 en -17
4. (hors programme) (E) admet-elle une solution sur R ?

Exercice 6

Résoudre les équations (ou problémes de Cauchy) suivant(e)s

1 {y’—5y—0. 3.y + 6y =e”
y(8) =3
2im
2. 2y’ +y =1 pour z € R}. 4.y +jy=¢e"avec j=e€'3 .

Exercice 7

Raccorder les solutions (Difficile et hors programme)
2
Résoudre sur R ’équation différentielle 4/ |a:|y '—y = x. On utilisera I'égalité e * = 1+u+%+e(u)

ou la fonction € vérifie lirr%) e(u) = 0.
uU—r
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3.5. EXERCICES

Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Exercice 8

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.
2.

y" + 4y = sin? = (& valeurs dans R).

y" +y +y =e' (solutions & valeurs dans C, puis dans R).

Exercice 9

Intégrer en cherchant les solutions a valeurs dans R
> y// _|_4y/ +3y — $€731 —|—$3€71

>y +y’ — 2y = cos(2x)

Exercice 10
Résoudre les problemes de Cauchy suivants :

y" +1y — 2y = sin(2x) y' + 4y +3y = (2% + 1)e”
y(0) = 0 2. y(0) = 1
y'(0) =0 y'(0) =2

D’autres équations différentielles

Changement de fonction inconnue
Soit (Eq) : (1+€%)y” +2e"y 4 (2¢” + 1)y = xze® sur RY.

1.

2.
3.

Posons z = (1 + €”)y. Montrer que y est solution de (E7) si et seulement si z est solution
de (E») avec (Eg) : 2" + z = ze”.
Résoudre (Es).

En déduire les solutions de (E1).

Exercice 12
Changement de variable
Soit (E1) : x?y” — 3xy’ + 4y = 0.

1.

Posons z : R = R, ¢ — y(e'). Montrer que si y est solution de (E) sur R, , alors z est
deux fois dérivable sur R puis calculer 2’ et z”.

. Montrer que y solution de () sur R implique que z est solution de (F3) : 2" —42'+4z =

0.

Résoudre (E3).

Montrer que y solution de (E;) sur R’ implique qu'il existe des réels a et b tels que
Vo € RY, y(x) = az® + ba® In(x).

En déduire les solutions de (E7).

Systéme différentiel
Soit w € R, on consideére le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique dirigé
suivant l’axe (Oz). Son mouvement est régi par le systeme différentiel suivant :

" /

= wy
1 /
= —WxT

2 =0

En posant v = 2’ + 43/, résoudre le systéme différentiel.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET PRIMITIVES

3.6 Exercices Complémentaires

Exercice 1

Justifier 'existence des intégrales suivantes puis les calculer.

1

G 1)(t + 2)? H= 1 1) [ v
—/(t+ )(t+2) / r—1)exp(z? —z+1 —/ \/5
0 1

-1

Exercice 2

Intégration par parties
Calculer les intégrales suivantes a l'aide d’une ou de plusieurs intégrations par parties :

- /<> aor

Exercice 3

Changement de variable
Calculer les intégrales suivantes a I'aide du changement de variable indiqué :

1

g /t2+\/t2 1)’
(t=Va+T) GRS

w

tdt  (u=t2+1)

[
= S E——— § 4 ]
1++vz+1

0

Exercice 4

Résoudre les équations différentielles suivantes :

L (x+ 1)y =y+1. 5. 2z(z + 1)y + (z — 1)y = 0 (solu-
) . ) tions sur ]0;+oo[ et sur ]|—1;0[, puis
2. zy'(z) =ny(z) ou n € Z est fixé. sur ]—oo; —1[), on pourra utiliser que
' LN 2e(x+1) 2z z+1
4. 2%y +y=0. 6. |zly' + (x — 1)y = 22

Exercice 5

Résoudre les problemes de Cauchy suivants :
y// +4y/ +4y — 6—21 +xe3m

1. y(0) =0
y'(0)=0
y" + 2y + 5y = 8e* + 17 cos(2x)
2. y(0) =2
y'(0) =11
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