Chapitre 1

Révisions de calcul élémentaire

1.1 Opérations et premieres formules

1.1.1 Puissances entiéres d’un nombre réel

Définition (Puissance z" avec n positif)

Soit  un nombre réel et n un entier positif, on pose z° = 1 (lorsque z # 0) et 2" = x X T X - X T
(n fois) sin > 1.

Remarque : Que pensez de 0° ?

— Dans un contexte algébrique, probabiliste ou informatique, on pourra considérer que 0% = 1 et ainsi rendre
plus simple la formulation de certains théorémes.

— Dans un contexte analytique, la limite est une forme indéterminée. Nous pourrons en rediscuter lors de
la définition d’une puissance réelle d’une variable réelle.

Définition (Puissance z" avec n négatif)

. 5 . 1
Soit x un nombre réel non nul et n un entier négatif, on pose r" = —.
P
1
Ezemple : z73 = —
3

Th. |> Regles de calcul
Vn,m € Z et Ya,b € R*

an X am — aﬂ+m (a X b)n — a7l X bn (an)ﬂ’l — a/TLXm

a’ =1 a = —

Soit n € N, simplifier :
.A__S ;1 n+6 ;1 n—1+5 ;1 n—2
- 2 2 2
1 n 1 n—1 1 n
— @/ 4 - _ - -
s [s(3) 5(5) +(3)’

Test 1 o (= 8n+1 _ 477, % 2n+2
e D= <§) x (1,5)" 7% x 9
° _ (71)77,71 + (71)n+1 + (71)n+2
o F=(-1)""x(-1)"x(-1)""




CHAPITRE 1. REVISIONS DE CALCUL ELEMENTAIRE

Soit n € N, simplifier :

10nt —9 x 10" — 10"+?2

A= X102 18 x 1071 — 10771
Test 2
B =2(-1)"(=1)""" 4 (=1)""(=1)"""?
_ no__(_ n—1
oo (D)=
(1) — (—1)2n+1
Attention

Attention aux priorités opératoires.
Notamment savoir a quel élément s’applique la puissance :

/Q’ Point Méthode :
e Vn e N* 0" =0.
e VneZ 1" =1.
e VneZ (-1)* =1let (-1)*"" = —1.

Soit n € N, Trouver 'erreur dans la simplification suivante :
n n—1 2n+1 n —1
12277 (3) _ @3 ()" ()
gng{n (32)” (23)”
192n+1 (%)n—l gdn+2g2n+1
) ?1182 1 = 32n23n2n21
Test 3 127 (5) _ 2(4n+273n7n71)3(2n+172n)
e
= 2x3
gngn .
127 (4)" )
gngn -

Proposition (Identités remarquables simples)
Soient a, b et ¢ trois nombres réels.

a+ = a®+2ab+ a+0)? = a®+3d°b+ 3ab® +
b)? 2 1 2ab + b? b)? 3 +3a%b + 3ab® + b°
(a—0)? = a*>—2ab+V* | (a—b)> = a®—3a%b+3ab® — b
a> v = (a—Db)(a+b)

Th. | > Identités remarquables : les nouvelles

Soient a, b et ¢ trois nombres réels.

(a+b4+c)? = a®+b>+c+ 2ab+ 2ac + 2be
a® = = (a—0b)(a*+ab+b?)

Développer A = (=5 — 2z)* + (3z — 9)°

e Développer B = (32 — 5z + 2)(2x + 3)
Test 4 e Factoriser C' = (2z 4 1)° — 2(42”° — 1)
e Factoriser D = 2% — 8

e Factoriser E = (3z — 1)° — 4a°

Soit x € R, développer :
o A(x) = (z —2)(2z +5) — (z —2)
Test 5 o B(z) = (* — 22 +3)?

o O(z) = (z+1)° —2(4x — 1)°
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1.1. OPERATIONS ET PREMIERES FORMULES

Soit « € R, factoriser :
o D(x) =16 — 2 — 2(x — 4)°
o E(x)=2z"—2
Test 6 o Fla)=(a® —2—2)°— (2% +2—1)°
e G(z)=(9—2°) +x(2x —6) — (z —3)°
o H(z) = (20 —1)° — (2z — 1)

1.1.2 Logarithme népérien

Nous admettrons l'existence du logarithme népérien de = pour tout x € RY.

Proposition (Propriétés remarquables du logarithme)

x b) = In(a) + In(b) In(L) = In(a) — In(b)

(fi 2
Va,b € R™. ln(a) = —In(a) Vn € Z,In(a") = nln(a)
In(a) =In(b) ©a=19 In(a) <In(b) & a <b
In(a) =0 a= In(a) =1 a=c¢e avece ~2.718

1.1.3 Exponentielle

Nous admettrons I'existence d’exponentielle de z pour tout € R. On pourra le noter, Vz € R,
exp(x) ou e”.

Proposition (Propriétés remarquables de ’exponentielle)

exp(a+0b) = e)1<p(a) x exp(b) exp(a—10b) = ZZ?;((Z;
Va,b € R exp(—a) = oxp(a) Vn € Z, exp(na) = (expa)”
exp(a) =exp(b) ©a=1»> exp(a) < exp(b) & a <b

exp(a) =1<a=0

Proposition (Lien entre exponentielle et logarithme)
VeeR,Vy eRL (e =y) & (z =1In(y))
Ve eR: M =g

VeeR In(e”) ==z

1.1.4 Puissances réelles d’un réel strictement positif
Définition (Puissances réelles d’un réel strictement positif)

Soit x € R, soit « € R

% — e Inz

par définition
Remarque : Lorsque a est un entier relatif, les propriétés de I’exponentielle et du logarithme montre que cette
derniere définition coincide avec la définition des puissances entieres. Cette nouvelle définition a Pavantage de
définir des puissances non entiéres mais a 'inconvénient de se restreindre a x strictement positif.
Les regles de calculs sont similaires a celles des puissances entieres et nous les explicitons dans
la proposition suivante
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CHAPITRE 1. REVISIONS DE CALCUL ELEMENTAIRE

Proposition (Reégles de calcul)
Voa,B € R et Va,y € R,

a+

“xa’ = =z (xxy)® = z%xy* | (@) = g

a—

8
Il
—
8
Il

l.a
zf
1
= 72 VI = Vayy

B
I
8
Nl

%
8
Il
8
sl
Il
B

& Remarque :

¢ Remarquons que vz + v/ = 2v/z = V4v/z = V4z. En général :
Ve +y#FVrty

/j Point Méthode : Simplification des racines carrées : exemple.

VT = /B B = BVE =2 x3x VI = 63

Simplifier :
o A=4v21—5V06 +4v51 ep-_ V6 .3
e B =2V20+ V45— V180 V3SV2 VB2
Test 7 2 o F — _
-C:(\/7—2\/5+\/7+2\/6) F \/3 2\/§X\/3+2\/§
e 1tV3
.D:<\/2—x/§—\/2+\/§> 243
e H=+/422 —4x+1

Remarque : Les limites faisant appel a des opérations algébriques peuvent souvent étre évaluées en remplagant
des sous-expressions par des limites. Si ’expression qui en résulte ne permet pas de déterminer la limite initiale,
I’expression est appelée une forme indéterminée.

Dans le cadre analytique, on peut dire que 0° est une forme indéterminée.

RN et
lim t# =1, lim (exptT) =0, lim (expT> =e
t—0t t—0t t—0t

1.1.5 Valeur absolue

Définition ( Valeur absolue )

La fonction valeur absolue x +— |x| est la fonction définie sur R par

rzsix>0

VIER,|$|={ —xsiz <0

Proposition (Propriétés remarquables de la valeur absolue)

% Soit z € R, y € R,

e |2/ >0 o x| =|— 2| o |x| = max(z, —x)
e lz/=022=0 o |zy| = |z| X |y o |x—y| est la distance sur
- 2] la droite réelle entre x
o et ol <Jel + 1y iy 0,2 - 12 cty
Yy Yy

e Attention : |x + y| #
|z| + |y| en général

Exprimer sans le symbole valeur absolue les expressions suivantes :
1
e A= |3ln2+1n§|

Test 8 e B=1|3In6—2In4 —1n9|
o C=|ln(?+1)|

e D=|3-2V2
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1.1. OPERATIONS ET PREMIERES FORMULES

£ Point Méthode : Equations et Inéquations simples avec une valeur absolue. ?
1. Soit k € R . Résolvons I'équation |z| = k,

x| =k z=—-koux=k
2. Soit k € R’.. Résolvons l'inéquation |z| < k,
lz| <ke —k<z<ke -k<zetz<k
3. Soit k € R’.. Résolvons l'inéquation |z| > k,

lg| > ko< —-kouk<zx

Th. | > Propriété essentielle de la valeur absolue Q?@\
R

Soit k € R,
2| <ke —-k<z<k

Résoudre dans R.
Ljz+1]=2
2. jlz—1]<2
3. |lz+1>2
4. |4 —22| <8

Test 9

Pour chacune des fonctions f, montrer que Vz € I, |f(z)| < M.
1. frx— 2z, I =[-2;3] et M =6.
Test 10 2. frars2e® —6, 1 =[0;In(2)] et M = 4.

1 2 2
Cfixe—— 2 T=13 M=2Z.
3. f:z 2T [3; +o0] et 3

X Point Méthode : Oter le symbole valeur absolue.
Exprimons sans le symbole valeur absolue, selon les valeurs du réel x :

Clx) =2z + 1] — |1 — 2|

Etude préliminaire avec un tableau de signes :

1
T | —o0 -1 3 +00
z+1 - 0 + +
1—-2z + + 0 —
P _~ —
1 2 3

Des lors, il y a trois cas possibles :
o 1:Six<—1,
Clx)y=2x(—z—-1)—(1—-2x)=-3
) 1
o 2: Slxe[—l;i],
Clx)=2x(xz+1)—-(1-22)=4z+1

° 3:Six>%,
Clz)y=2x(z+1)—(—(1—22))=3

Exprimer sans le symbole valeur absolue, selon les valeurs du réel x, les expressions
suivantes :

Test 11 L A(z) = [z + 1]

2. B(z) =1 —2z|

3. C(z) =322+ 5| + |z + 2]
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CHAPITRE 1. REVISIONS DE CALCUL ELEMENTAIRE

Th. | > Utilisation de la valeur absolue

Ve,y € R,
e si zy > 0, alors

In(zy) =In(jz) +In(ly]) et ln(”ﬁ)zlnux)—ln(yw

e si x # 0, alors
In (2%) = 2In(|z|)

e sizy > 0, alors

Ja=VEVE e o=

Th. | > Relation fondamentale de la racine carrée

’VCEER, Va2 = |x|‘

Test 12 ’ Résoudre dans R I'équation (3z + 4)% = 25.

1.2 Sommes et produits

1.2.1 Définitions

Remarque e . . .
Nous commencerons la familiarisation avec ces notations dans ce chapitre

mais nous aurons maintes fois ’occasion d’y revenir.

Définition (Intervalle d’entiers)

Soient n et p deux entiers avec n < p.
On désigne par [n;p] 'ensemble des entiers compris entre n et p.

Remarque :
1. Il y a n nombres entiers dans ’ensemble [1;n].
. [0;n] = {0} U[1;n], donc il y a n + 1 nombres entiers dans I’ensemble [0; n].
. [Lin+1] = [1;n] U{n+ 1}, donc il y a n + 1 nombres entiers dans l’ensemble [1;n + 1].

Plus généralement, il y a p — n + 1 entiers dans ’ensemble [n; p].

=W N

Définition (Somme et Produit)

1. Soient ag, a1, , an, (n+ 1) nombres réels.
La notation symbolique
n
> a
k=0

désigne la somme
a0+a1+...+an

et elle se prononce "somme de k =0 an des a”.

2. Plus généralement, si a,, an41, -, ap sont des nombres réels, avec n < p.
P
La notation symbolique E ay désigne la somme @y, + Gpq1 + -+ + ap et elle se prononce
k=n

”somme de k =n ap des ai”.
p
3. De la méme maniére H ay, désigne le produit a, X ap41 X -+ X ap
k=n

Lycée Chatelet, Douai, 2024-2025 Page 8



1.2. SOMMES ET PRODUITS

2. De méme pour 52462 + 7% + 8% + .- +25°
29
3. ésente | tati boli — 7
Que représente la notation symbolique Z 2

Test 13

1. Ecrire In(2) + In(3) + .. + In(12) & l'aide du symbole » .

Remarque :

0
. E ay = ao,

n+1

. il:n,il:nJrl,Zl:nJrZ
k=1 k=0 k=0
n
Z =

Proposition (Propriétés de calcul)

Soient n, p deux entiers naturels avec n < p et ay, Gpi1, .., ap €t by, bry1, ..,

Alors on a
p

I-Zak+bk Zak+Zbk
k=n

p
2. Pour tout nombre réel A, Z Aag = A Z ak
k=n k=n
3. Relation de Chasles.
Pour tout entier positifl € [n; p—1], on a

Zak—Zak—l— Z ag

k=I+1

4. ﬁ(akxbk (Hak> X (;ﬁnbk>

k:n ) N
5. H(afy) = (H ak)
k=n k=n

6. Relation de Chasles.
Pour tout entier positifl € [n; p— 1], on a

Hak_Hakx 11 o

k=141

b, des nombres réels.

Soit n € N*, onposeS:Zk et S/:Zn—kl—k
Test 14 k=1 k=1

calcule facilement.

Calculer S + S’ : la mettre sous une seule somme et voir qu’apreés simplifications elle se

Proposition (Changement d’indice)

Soient I, n,p des entiers naturels avec n < p et an4i, Gnti+1, .-, Gp41 des nombres réels.

P p+l
Alors, en posant j =k +1, on a Z Apyr = Z aj
k=n j=n+l

(on dit que 'on a fait le changement d’indice j = k + ).

Page 9
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CHAPITRE 1. REVISIONS DE CALCUL ELEMENTAIRE

Soit a € R et soit n € N*, on pose S = Zak.
Test 15 k=1
Calculer S — aS : exprimer ces sommes a ’aide des pointillés et voir qu’apres simplifica-

tions il reste deux termes.

g ? Th. | > Télescopage

Soient n € N et ag, a1, ..,an+1 des nombres réels.
Alors on a

n

E Qk4+1 — A = Ap41 — Qo
k=0

1.2.2 Combinaisons
Définition (Factoriel)
Vn € N*, on a
nl=nx(n-1)---x1 ol=1

Proposition (Factoriel)

VneN(n+ 1) =nlx(n+1)
VneNn>2 nl=n-1)Ixn=n-2)Ix(n—-1)xn

n! désigne le nombre de permutations possibles dans un ensemble a n éléments.

Proposition (Combinaison de p parmi n)
< ? Soient n et p deux entiers naturels avec p < n. Soit E/ un ensemble a n éléments.

( Z ) désigne le nombre de sous-ensembles a p éléments de E et vaut

(0)=s

Ezemple : Si E = {1;2;3;4} alors il y a 6 sous-ensembles & 2 éléments : on choisit un premier élément (4 choix)

puis le second (3 choix) puis on éte 'ordre (diviser par 2).

Simplifier les expressions suivantes, on précisera le bon quantificateur pour n :

i 13! (n+1)! (n + 3)!
6! 11! n! n!
n! (n+1)! n!
(n—2)! (n—=2)  (n—1)!

Test 10 ) (%) () (5)
(") GE) ()

Ecrire avec des factorielles les expressions suivantes :
nn+1)(n+2)

(n+1)(n+2)
2n+1)(2n+2)---(3n)

Proposition (Convention parfois utilisée)
Soient n € N et p € Z.
Pour p < 0 et p > n, par convention on pose :

(5)-

On pourra interpréter qu’il y a 0 sous-ensembles a p éléments dans un ensemble a4 n éléments
pourp <0 etp>n.
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1.2. SOMMES ET PRODUITS

Proposition (Formules)
Yn € N et Vp € {0;..;n}, on a

(1)-(5) ()-(0) (2)-(um)

Th. | > Triangle de Pascal

Pour tous n et p deux nombres entiers positifs tels que p < n, on a

(Z)+<pil):<;ﬁi>

p=0 | p=1]p=2 | p=3 [ p=4] - ] D [ p+1 [... ] n [n+1]
n=20 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n =3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5
n n
" ' " ’(P) <P+1> !
n+1
n-+1 1 n+1 (p+1> n-+1 1

Résoudre dans N les équations suivantes :

Test 17 (S)Jr(g):?m(nil)
(42:@1—_117 ) _ ( 421:1—_137)

Théoréeme (Formule du binéme de Newton)
Soient a,b deux nombres réels et n un entier. Alors on a

n __ n O1n n 1pn—1 n 21n—2 n n1.0
(a+b)—(0)ab+(l>ab +<2)ab + +<n>ab

X Point Méthode :
1. Développons (z + 3)°

(2435 =1x2"x3%+5xa' x3'+10x2? x 33+ 10x 2® x 32 + 5 x 2t x 31 +1x 2° x 3°
10 10 10 10
2. CalculonsA( 0 >-|—< 1 >+< 5 >_|_..._|_< 10>
_ 10\ joq10 10 Y ;140 10 ) (2.8, 10 Y ;1040
A_<O)11+111+211++1011
= (1+1)"0=2"

Le nombre de sous-ensembles d’un ensemble & 10 éléments est 219, il est égal & 1’addition
des nombres de sous-ensembles a 0, 1, 2,... 10 éléments.

Développer les expressions suivantes :
2+z)*  B-22)°* (@2-2)7

(1+2%)" (1002)*  (V3-1)*
Préciser le terme de degré 4 dans (2 + 5z)°.

Test 18
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CHAPITRE 1. REVISIONS DE CALCUL ELEMENTAIRE

Soit n € N, déterminer :

puis déterminer pour n € N* :
n
Test 19 < " >(_1)k

En déduire :

k=0, k impair k=0, k pair

1.3 Trigonométrie

1.3.1 Définition de sinus et cosinus
Définition ( Cercle trigonométrique )

. - = N P’ . fyos
Soit (O; i, j ) un repére orthonormé du plan. On appelle cercle trigonométrique tout cercle de

rayon 1 et de centre 'origine du repere.

Définition (Radian)

Un radian correspond a la mesure de I’angle au centre d’un cercle trigonométrique qui intercepte
un arc de longueur d’une unité de longueur.

27 est le périmétre du cercle trigonométrique donc toutes les mesures en radians d’un angle sont
données a 2km prés avec k € Z :

a = B2r] & Tk € Z tel que o = 5+ 2kn

Définition (Cosinus et sinus)

Soit x un réel, il Iui correspond un unique point M sur le cercle trigonométrique tel que x soit
une mesure en radians de 'angle (i ,OM
— cos(z), est I'abscisse de M dans le repére (O; 1,7 )

- =
— sin(x), est ordonnée de M dans le repére (O; i, )

) ou

T

Remarque : Si 0 < z < 3 en appelant H et K les projetés orthogonaux de M respectivement sur l'axe des
abscisses et sur ’axe des ordonnées, alors on a dans le triangle rectangle OMH o OM=1 (le cercle étant un cercle
trigonométrique) :

cos(m) = 8—]\}2 = OH = cos(x) sm(m) = % = OK = sin(x)

P . . . . 71' . P .
La définition du cosinus et du sinus pour un réel compris entre 0 et 3 coincide donc avec la définition du cosinus

et du sinus dans un triangle rectangle.

Proposition
Pour tout réel x et tout entier relatif k :
— —1<cos(z) <1
— —1<sin(z) <1
— cos*(z) + sin®(z) = 1
— cos(x + 2km) = cos(x)
— sin(z + 2k7) = sin(x)

Retrouver par lecture graphique sur le cercle trigonométrique des relations entre sinus et
cosinus de x, —x, m + x et m — x pour x un réel.

Test 20
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1.4. EQUATIONS

1.3.2 Valeurs particulieres

La encore, il faut utiliser le cercle trigonométrique :

tan
p
™ s ™ s
0 Z a Z Z
6 4 3 2 ........ '
sin | 0 1 @ é 1 sin g
2 2 2 e
V3 V2 1
cos | 1 —_— — - 0
\%?: 2 2
tan | 0 == 1 V3 cos
Test 21 Donnez les valeurs de  sin 17771- cos 12371- cos 10;71-
1.3.3 Formules d’addition
sin(a+b) = sina cosb+sinb cosa
sin(a—b) = sina cosb—sinb cosa
cos(a+b) = cosacosb—sina sinb
cos(a —b) = cosacosb+sina sinb
. . T T
Test 22 Calculer le sinus et le cosinus de T et de 3
1.4 Equations
Proposition (Produit en croix)
Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels.
a ¢
E:E@)(adzbcetb#Oetd;ﬁO)
Théoréeme (Equation du second degré)
Soient a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0.
Posons A = b* — 4ac.
L’équation az? + bx + ¢ = 0 admet dans R :
—b A —b— VA
e si A > 0, deux solutions réelles distinctes x; = i, Ty = J et on a la

2a 2a

factorisation
az® +br +c=alr — 1) (r — x2)

d’ou les relations

b c
S=x1+29=—— et P=x1200 = —
a a

. . —b .
e si A =0, une solution double x1 = 2 et on a la factorisation
a

az® + bx + ¢ = a(z — x1)?

e aucune solution si A < 0 et il n’y a pas de factorisation.
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CHAPITRE 1. REVISIONS DE CALCUL ELEMENTAIRE

Les solutions de 1’équation sont appelées les racines du trinéme az? + bx + c.

Remarque : L’équation du second degré ayant pour solution 1 et z2 de somme S et de produit P est 22 —Sz+P =

0.

Proposition (Equation et carré)
Soient A et B deux réels.

A =B
A et B de méme signe

A:B@{

£ Point Méthode : Résolution de vz +2 =z

1. Ensemble de définition.
Soit x € R, 'égalité Vo +2 =z a un sens si x + 2 > 0.

2. Résolvons dans [—2; +o00[, '"équation va +2 =z

ve+2 = =z
(\/x+2)2 = 2etz >0

z+2 = 2’etz>0
2-r—2 = Oetx>0
(x=-1 ou ax=2)etz>0

3. Finalement 1’équation vx + 2 = x admet pour unique solution 2.

Résoudre dans R :
1. Ve —4=2
2. VA2 —dz+1=5
3. Vézr +19=3z+1
4. Va2 +9=5
5. x — 2=+

Test 23

£ Point Méthode : Résolution de e* = 2

1. Ensemble de définition.
L’égalité a un sens pour tout x de R.

2. Résolvons dans R, 1’équation e3* = 2
Or2>0ete* >0 .
Donc €3 = 2 < In(e®*) = In(2) < 3z = In(2). Finalement 2 = gln(Q) est I'unique

solution.

Théoréme (Principe d’identification)
Soient n et p deux entiers naturels non nuls.
Soient ag, a1, - ay et by, b1, - b, des réels.
Soient «, 5 deux réels tels que a < 3.

ap = by

ap = by
(Vz € [a; Bl,a0 + a1z + - +apz” =bg+biz+---+baP) & [n=pet

an = by
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1.5. INEQUATIONS

Dans chacun des cas suivants, déterminer les réels a, b (éventuellement c) tels que

1. Vx e R,
a(z+1)(z+2) +b(x+2) =32"+2z —8

2. Vo € R\{-1,0},

a, b __1
z z+1 224z
3. Vx € R,
Test 24 a(z —1)(z — 2) 4+ bx(z — 2) + cx(z — 1)
=(z+1)°
4. Vz € R\{-2,-1,0},
a, b ¢
r x+1 T+ 2
1

T z(z+1)(z+2)

1.5 Inéquations

Proposition (Reégles de calcul sur les inégalités)
Soient a, b et ¢ trois nombres réels.

Transitivité : Sia<betsib<c alorsa < c.
Ajouter : Sia<balorsa+c<b+ceta—c<b-—c.
Multiplier : Sia <betc>0 alorsac <bc. Sia<betc<O0 alors ac > bc

X Point Méthode : Cas du quotient
11 est interdit de diviser!

T sur [1;3] :
T

Pour encadrer

2<2x<6et2<5—x<4

1 1
2<% <6Get - <
=SV RY>F,

<

N |

On multiplie les inégalités membre & membre :

2x
5—=x

< <

=N
N O

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1. 152> =220 4+8 <0

5 2
Test 25 2. 2% +
r—1

3. (22 —3)(3—22) <0
4. 2° (42 —8) >0

>0

Définition ( Monotonie )
Soit I un intervalle sur lequel f est définie; dire que

1. f est croissante (resp. décroissante) sur I signifie que

11 < xp = f(x1) < f(22)
Vo1, 22 € I’{ resp. 1 < T2 = f(x1) = f(x2).

2. f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I signifie que

N { 71 <@y = f(11) < fl22)
1,22 " resp. x1 < x9 = f(ml) > f(;g2)
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CHAPITRE 1. REVISIONS DE CALCUL ELEMENTAIRE

3. Dire qu’une fonction est monotone sur un intervalle signifie qu’elle est croissante (ou
décroissante) sur cet intervalle.

Proposition (Monotonie et antécédents)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Soient x1 et xo deux nombres de I tels que f(x1) < f(x2).
— Si f est croissante sur I alors x1 < 3.
— Si f est décroissante sur I alors x1 > xo.

Soient x1 et x9 deux nombres de I tels que f(x1) < f(x2).
— Si f est strictement croissante sur I alors x1 < 5.
— Si f est strictement décroissante sur I alors x1 > xs.

/5 Point Méthode :  Nous avons vu précédemment la gestion des inégalités. La monotonie
permet d’aller plus loin.

Lorsque nous déciderons d’appliquer aux deux membres d’une inégalité une fonction, nous com-
mencerons par nous assurer que les deux membres appartiennent & un méme intervalle ou cette
fonction est monotone.

Et grace a la proposition précédente, nous pourrons obtenir une équivalence.

Retenons la rédaction imposée, grace a ce premier exemple :

Résolution de v —4 < 5

1. Ensemble de définition.
Soit x € R, 'inégalité vz —4 < 5 a un sens ssi z — 4 > 0 autrement dit si z > 4.

2. Résolvons dans [4; +o00[, I'inéquation vo —4 < 5

vVer—4 < b
Orve—4>0et5>0

Et la fonction  — 22 est strictement croissante sur Ry

& (Va-— 4)2 < 52
& r—4 < 25
=3 r < 29

Or les solutions appartiennent a [4; +o00.

3. Finalement '’ensemble des solutions de 'inéquation vz —4 < 5 est [4;29].

Précisons la démarche, grace a ce second exemple :

Résolvons dans R, I'inéquation vz + 2 > =z.

1. Ensemble de définition.
Soit x € R, 'inégalité a un sens ssi  + 2 > 0 autrement dit x > —2.

2. Résolvons dans [—2; +o0], 'inéquation vz +2 > x

(a) Premier cas : supposons z > 0

ve+2 > x
Orvr+2>0etx>0
Et la fonction  + 22 est strictement croissante sur Ry

& (\/954—2)2 > 2

& x+2 > =z
s —24z42 > 0.
x €] —1;2]
Orz>0
= x € [0;2]
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1.6. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

(b) Second cas : supposons —2 <z <0

ve+2 > «x
Orve+2>0etz<0

Donc Vz € [-2;0[, Vz + 2 > x.
3. Finalement l'ensemble des solutions de vz + 2 > x est [—2;2].

Résolvons dans R, I'inéquation e3* > 2.

e > 2

Ore’® >0et2>0

Et la fonction x — In(x) est strictement croissante sur R’
<3z > In(2)

Résolvons dans R, 'inéquation z2 > 9.

2 > 9

Orz2>0et9>0

Et la fonction = — v/ est strictement croissante sur R
Sz > 3

Résoudre dans R les équations

Test 26 1 1
—> - et Vr+l<ax-—-3
Va2 +4x 2

1.6 Systemes d’équations linéaires

1.6.1 Définitions

Systéme :
Soient p et n deux nombres entiers non-nuls.

On appelle systeme d’équations linéaires de n équations & p inconnues (appelé aussi
systéme n X p) un systeme de la forme :

1,121 + G12T2 + .. + A1 pTp = by (Ll)
21T + G22T2 + .. + A2 pTp = by (LQ)

A 1T1 + Ap 2T + .. + anplp = by (Ly)
ol les (a;,;)1<i<n €t (bi)1<ign sont des nombres réels et z1, .., z, les inconnues,
1<i<p
a; ; s’appelle le coefficient de la j°™¢ inconnue x; dans la i™° équation (L;).
Systéme carré :
Sin = p, on dit que le systeme (5) est carré d’ordre n.
Systéme homogene :
On dit que le systeme (5) est homogene (ou sans second membre)
si seulement si by =--- =b, =0.
Dans ce cas, (0;---;0) est solution de (.59).
Systéme homogeéne associé :
On appelle systéme homogene associé a () le systéme obtenu a partir de (S) en rem-
placant tous les nombres b; par 0.
Solution d’un systéme :

Résoudre un systeme, c’est déterminer toutes les listes de nombre réels (z1, .., z,) vérifiant
simultanément les n équations L1, .., L,.
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Systéme équivalents :
On dit que deux systémes (S) et (S’) sont équivalents si et seulement si ils ont les mémes
solutions

Définition (Systéme triangulaire )

On dit qu’un systéme (S) est triangulaire si et seulement si
Vie {1;.;n}, Vje{l;.;p} aveci > jonaa,,; =0.
Autrement dit le systéme (S) est de la forme

iy

1,171 + a1,2%2 + Q1,383 + A1,4T4 + ... + Q1 pTp = b1
A2,2T2 + 023T3 + G2 4T4 + ...Q2 pTp = b
(S) as.3x3 + as,4%4 + ..+ aspTy = b3

SRS
\_/\w_/\_/

ApnTn + .+ Qnptp =by  (Ly)

Définition ( Opérations élémentaires )

Soit (S) un systéme n X p. On appelle opération élémentaire I'une des trois opérations suivantes.

1. L’échange de la i*™° ligne L; et de la j°™¢ ligne L; se note L; +— L;
2. Soit A un nombre réel non-nul.
Le remplacement de la i*™ ligne L; par la ligne AL; se note L; < \L;
(on a multilplie la i°™° ligne L; par \).
3. Soit A un nombre réel quelconque.
Le remplacement de la jeme ligne L; par L; + AL; se note L; <= L; + A\L;
(on a multilplie la 7™ ligne L; par A et on a ajouté le résultat a la ™ ligne)

Théoréme

Tout systéme obtenu & partir de (S) en transformant I'une des ses équations par une transfor-
mation élémentaire est équivalent a (S).

1.6.2 Résolution des systemes

Pivot de Gauss

C’est la méthode fondamentale dans la résolution des systemes linéaires.
Elle utilise les opérations élémentaires précédentes et permet d’obtenir des systemes équivalents
autrement dit qui ont exactement le méme ensemble de solutions.

Ezxzemple :
Résolvons le systéme suivant :
r  +y +3 = 6
[1]e +y +2 = 6 (L) 3y -3 = -9
2z -y +z = 3 (L2) P - 3
3z —z = 0 (L3)
z +2 +3 = 6
z 4y +z = 6 (L1) y = 2
Yy —z = -9 (L2 —— Lo — 2L1) z = 3
—3y —4z = —18 (L3 <— L3 — 3L1) r=1
r +y +z = 6 (L1) y=2
-3y —z = =9 (L2) z=3
-3z = -9 (L3<— L3—L2) Finalement le systéme a une unique solution
Apres la descente, on obtient un systéme triangulaire. On peut main- (1: 2,3). Autrement dit I'ensemble des solu-
tenant effectuer la remontée. tions est {(1,2,3)}.

Les systemes suivants sont-ils résolubles. Si oui, expliciter les solutions :

1.
—r—y+2z2=-1
3 +2y—4z=1
Test27 .’E+3y—6225
2.
20 — 3y =8
dr —dy+2z=15
2044z =1
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1.6. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Forme générale des solutions

FONDAMENTAL . . . . .
Soit (S) un systeme de taille n x p. Le pivot de Gauss permet d’obtenir un

systeme (S’) équivalent au systéme (S) de la forme suivante :
/ ’ ’ /
ai1T1 + a1 .22 + ...+ a1 pTp = bl
équations principales

/ / /
Qpp Ty + o+ Ay pxp = b
/

0 = br+1

équations auxiliaires

0 =b,

Alors le systéeme (S) admet des solutions si et seulement si toutes les
équations auxiliaires sont vérifiées.

Si une des équations auxiliaires n’est pas vérifiée, il n’y a pas de solutions au systéme.

Supposons que dans (S”), toutes les équations auxiliaires soient vérifiées.
Ainsi (S7), et a fortiori (S), est équivalent au systéme suivant :

ay 1 T1 + @) 9Ty + . ay yx, = by (L)
()

ay Ty + o 4 ay x, = b, (L)
avec a; ; # 0 Vi € {1;..;7}.

1. Puisque a.,. # 0, on peut donc exprimer z, en fonction de 41, .., Tp.

2. On substitue x, dans (L,_1) et puisque a, ;. ; # 0, on exprime x,_; en fonction de

Tr41; -+ Tp-

3. On itere le processus et on obtient au final que (S) est équivalent & un systeme (S”) de
la forme

o " /1
X1 =y oy Tpg1 + oAy ,Tp + by
" " /!

Ty = Ay, y1Try1 + o+ Qg pTp + by

T, = a;,cH_le_l + et a;f’pzp + 0!
et les variables auxiliaires x,41, .., 7, pouvant prendre toutes les valeurs réelles.

Ainsi 'ensemble des solutions du systemes (S) est
ay py1Zrg1 + o af o, + b

" " //
Qp g 1Tr41 + oo+ Ty + by

 Tr1 €ER, Lz, €R
Tri1

Lp

Il y a donc ici une infinité de solutions.
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Ezxzemple :
Résolvons le systeme suivant :
2 42y —z +t = 6
[2]z +2y -2 4+t = 6 (L) 6y -3z 43t = 0
g +421y —2z +?t i g (22) On obtient un systéme triangulaire contenant
z 2y +=z - - (L) deux inconnues principales x et y et des incon-
—dy +22 -2 = 0 (La) nues auxiliaires z et t.
z +2y —z +t = 3 (Ls)
2 2 = 6 —t
2x +2y —z +t = 6 { ¢ g_y Y = ;_ZZ —3t
[6]y —3z +3t = 0 (L2« 2L2—Ly)
—10y +5z =5t = 0 (L3 < 2L3 — 3L1) 20 42y = 64z2z—-1t
—4y +2z —2t = 0 (L4< Lg) y 1 (z —1t)
+2y —z +t = 0 (L5 < 2Ls — Ll) 2
2z 42y —z +t = 6 Tz = ?i
6y -3z 43t = 0 y = —(z—1)
0 = 0 (Ls< 3Ls+5Ly) 2
0 = 0 (L4< 3Lg+2L2) Finalciment I’ensemble des solutions est
0 = 0 (Ls<« 3Ls— L2) {(3,§(z—t)7z,t),zER,tER}.
Les trois équations auxiliaires sont vérifiées, le systéme est donc
équivalent a :

Les systémes suivant sont-ils résolubles. Si oui, expliciter les solutions :
1.
2a+b+c—3d=1
a—2b+c+d=-2
—a+b+bc=1
3a —2b—c—d= -2
2a —b+c—d=-1
Test 28 5
z—y—2z=0
20 — 2y —2z=0
—x+y+2z=0
3.
20 +y+2z2=-5
204+ 13y — 7z = —1
r—y+z=1

Systémes de Cramer

Reprenons le systeme (S’) dans le cas o n = p et voyons le cas particulier ol il n'y a pas
d’équations auxiliaires autrement dit r = n.
/ / !/ /
ay 171 +ay 9T + ... + @y, Ty = by
()
/ Y
Ay 1 Tn = b,

La remontée nous montre que ce systéme admet une unique solution.

Définition (Systéme de Cramer )

Dire qu’un systéme carré est de Cramer signifie qu’il posséde une unique solution.

Théoréme

Un systéme (S) carré d’ordre n est de Cramer si et seulement si le pivot de Gauss fait apparaitre
n pivots successifs non-nuls.

Proposition
Un systéme (S) carré d’ordre n et homogéne est de Cramer si et seulement s’il posséde comme
unique solution (0;..;0).

Proposition
Un systéeme est de Cramer si et seulement si son systéme homogeéne associé est de Cramer.
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1.7. EXERCICES

1.7 Exercices

Exercice 1

Pour n € N, on pose

B (9n+1 _ 971)2
- (3n+1 — 3n)4

n

1. Calculer Aj et A;. Que peut-on remar-
quer ?

2. Calculer A,, pour n quelconque dans N.

Exercice 2

Résoudre dans R.

L Jz4+1 -2z +1]=0
e+ 1+ 22 +1=0
2P =z =0

22+ 1] = |z — 3|

= W N

Exercice 3
Simplifier les expressions suivantes :

(n+1)! n!
(n+2)!  (n+1)!

(4)
(")

Exercice 4

Résoudre les équations suivantes :

<§>:n(2n—9)

n-+1 n n+1 _5n2—4n
2 3 N 3
B n+10
)-2("3")

. 2n+1

“\ 2n—14

Exercice 5

1. Quel est le coefficient de z? dans le
développement de (2x + 1).

2. Méme question avec (2z + 3)°.

Exercice 6

1. Développer (2 — z)?.
2. Développer (2 + g)s

Exercice 7

Sans calculatrice, calculer 101% et (V2 + 1)°

Exercice 8

Résoudre les équations suivantes ('inconnue x
est un nombre réel) :

1. (z+3)(2z —-5)(6z+2)=0

2. 22-12=0
3 2
3. =
r—4 x+1
4 23:+1_ 20 — 1
T x-3 z+3

5. i—i—xzo
r—1
6. 3zt + 522 -2=0
7. Inz)*+3nz+2=0

8. =z +2

Exercice 9

Résoudre les équations suivantes :
1. 22 =22 -3=0
2.2 —2-1=0
3. 2% +x4+1=0
4.32° +2-2=0
5 —2® =5z +1=0
6
7
8

Résoudre ’équation suivante, m étant un pa-
rametre réel :

(m—2)2> +2m+ Dz +m—14=0

Les systemes suivants sont-ils résolubles. Si oui,
expliciter les solutions :

3r+2y+2z=1
dr —y+3z=-1
20 +5y+2=1
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2- n n
y+ztt=— 2. EndéduireZketZk2
r+z+t=0 k=1 k=1
r+y+t=1
r+yt+z=2
3. Soit n € N* et f la fonction définie sur R par
r+y+z+t=1
2r+y—z+t=4 fra—=(142)"
r—y+2z—t=-2
3r+y+z=0 1. Calculer de deux facons la dérivée de f
4 sur R.
’ n
r+y+z2=0 - n yh-1
9% + 3y + 22 = 2 2. EndedulreZk‘(k>etZ k .
k=1
—x+y—22=17

3r —4y —3z=4

Résoudre par la méthode du pivot en discutant
suivant la valeur du parametre \ les systemes
suivants. (Indication : on pourra échanger des
lignes afin de manipuler un pivot fonction de \
le plus tard possible)

1.
I-=XNzx+y=0
(By):{ —z+(2-ANy+2=0
x4+ (1-XNz=0
2.
2-Nz+y+2=0
(EN) r+2-Ny+2=0
r+y+(2-Nz=0
3.
1-Nz4+y+2=0
(Ex): 2+ (1=Ny+2=0

r4+y+(1-XNz=0

1. Soit p € N et n > p. Montrer que

2(0)-(Gi)

k=p

3. De la  méme déterminer

Sao(1)ege()

4. Etabhr une formule analogue en cal-
culant de deux fagons différentes

/01 f(z)dx

Soit n € N*.

1. Exprimer en fonction de n le produit
des n premiers entiers naturels non nuls

pairs :
I1 2%
k=1

2. Exprimer en fonction de n le produit des
n premiers entiers naturels non nuls im-

pairs :
[[2k+1
k=1

mamere

Résoudre dans R :

1 2245 >vV10—a

dr +5
2.|ac+

<5

Lycée Chatelet, Douai, 2024-2025
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1.8. EXERCICES COMPLEMENTAIRES

1.8 Exercices Complémentaires

Exercice 1

Déterminer l’ensemble des polynoémes P de
degré 3 vérifiant

Exercice 2

Soient a et b deux réels.
On consideére le systeme

ar+2y—z=1
—x+3y+z2=>
20 —Ty+3z2= -2

(Etap)) :

Résoudre le systeme selon les valeurs de a et de
b.

e Développer
A=@2+a)f +@2-2)?
e Factoriser
B = (2? — 4z +1)? — (62® — 3z + 1)?
e Factoriser

C = (v+3)(222 —8) — (2* +4x+4) (2 —2)

Exercice 4

e Simplifier

4o 107 +10° + 107
104 4106 4 108
e Soit n € N, simplifier
B = (_1)2n+2 _ (_1)2n+3 4 (_1)2n71

e Soit n € N, simplifier

1
C:2"+2—3><2”—8><2"’2+§2”+1

Exercice 5

Exprimer sans le symbole valeur absolue les ex-
pressions suivantes :
e A=|In3—2In2|

e B=|In5+In2—-2In3|

o C =|Ine*|

o D=

x— 1|+ |z +1]

Exercice 6

Résoudre dans R les équations ou inéquations
suivantes :
e |3z —5|=14

o |z —3|+2lz—1]=0
o |3—2z|>1

° ‘3—x|:1‘—|—1

Exercice 7

Simplifier :

o A=+\48+ 147 — 275

e B= <\/3—2\f—\/3+2«/§>2

oo Vo+2
-

Exercice 8

Résoudre les équations :

e V2x+1=3
o V25 —6r=2—3
e V3r—2=4

Exercice 9

Les systemes suivants sont-ils résolubles. Si oui,
expliciter les solutions :

1.
r—3y+62=0
6z — 8y + 122 =0
3z —3y+42=0

—r+2y+2z=3
2 —y—2=5
—r—y—z=1

—r+y=0
r+y+2z2=0
y—z=0

204y =2
r+2y=1
r+y=1
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5.
r+3y—z+t=1 Résoudre les systemes selon les valeurs de A\ ou
204+ 13y — T2+ 2t =2 AeR.
r—y+z+t=0 1.
r4+Ty—4z+t=-1
(I=XNx—-3y+62=0
6. (Ex):q 6z—(8+Ny+122=0
ut+w=1 3z —3y+(4—Nz=0
v+w=0
u+ov=12 2.
w4 3v=0 A +2y+22=0
(FA): 2z —Ay—2=0
7. —x—y—Az=0
z+y—t=1 3.
—z4+y+2=0 Az +y=0
—y+z+t=0 (Gr):{ z—=Ay+2=0
r—z+t=1 y—Az=0
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