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Devoir Surveillé 11 - Eléments de Correction

Exercice 1
Partie A : Etude de la matrice A

-1 1 2\ /-1 1 2 -6 6 0
.(A-I)2?=|-1 1 2| [-1 1 2|=[-6 6 0
-3 3 0/ \-3 3 0 0 00
-6 6 0\ /-1 1 2 00 0
(A-IP=A-D*A-I)=[-6 6 0|[-1 1 2]=(0 0 0
0 0 0/ \-3 3 0 00 0

2. Puisque (A — I)?® est la matrice nulle, on a A3 — 342 + 34 = I autrement dit
A(A? —3A+31)A = I d’ott A inversible.

Partie B : Recherche d’une solution particuliere

1. La fonction ¢ est de classe C? comme composée de :
— la fonction polynomiale z — 1 + x de classe C2 sur | — 1,1[, & valeurs dans
10, +o0]
— et de la fonction y — /7 de classe C? sur ]0, +o00[.
1l est important de noter que 1 4+ x ne s’annule pas sur lintervalle considéré
(ouvert en —1) car la fonction y — \/y n’est pas de classe C* (ni mA%me dérivable)
en 0.

On dérive deux fois ¢ pour obtenir ¢'(0) et ¢”(0).
Pour tout z €] — 1,1] :

1 1 1 3 1
/ /! —
Yo == ¢ =g (o5) 0t —
2T+ 2 2 i1t
et donc :
FO)=5 i 0=
2’ 4

2. La fonction ¢ étant de classe C? au voisinage de 0 (sur un intervalle ouvert conte-
nant 0), elle y admet un développement limité & l'ordre 2 donné par la formule de
Taylor-Young :

1
0
p(x) = (0) +¢'(0) z + Lai\2) 2( ) 2?4 22e(x)  avec e — 0
~—
=1 1 “/—’1
-1 1

1
Le réel o recherché vaut donc -3

3. En développant selon < (a + b+ ¢)? = a? + b? + c® + 2(ab + bc + ac) >, on a :
2
X

. 2
142 2
(+35)

(P(2))*

.132 .134 1‘2 1‘3

= 1 —_— —_— - —

Ty et T T s
1‘3 1‘4
= 1 .t
TS T w

4. On obtient donc :
1 1
(P(C)"=P*C)=I1+C - §03+6204 =I+C=A

(dapres 1., C3 = 0 et donc aussi C* = 0).
La matrice M = P(C) vérifie donc bien M? = A, et :

1, 1
M = P) = I+§Cf§02

1001711217660
=010—|—§—112—§—660

0 0 1 -3 3 0 0 00

5 -1 4

-6 6 4

Partie C : Résolution compléte de 1’équation

1. (a) En notant U,V et W les vecteurs-colonnes correspondant respectivement & u, v
et w, les relations v = f(w) —w et u = f(v) — v se traduisent ainsi :

-1 1 2 1 1
V=AW -W=CW=|-11 2](0]=1[1
-3 3 0 1 -3
-1 1 2 1 —6
U=AV -V=CV=|-11 2 1 |]=1-6
-3 3 0 -3 0
et on a donc: v=(1,1,-3) et u = (—6,—6,0).
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(b) Comme R? est de dimension 3, montrer que la famille de trois vecteurs (u, v, w) a b c
est une base revient & prouver qu’elle est génératrice, c’est-a-dire que son rang En posant N = |d e [ |, larelation NT =TN s’écrit :
vaut 3 : g h 1
6 1 1 6 1 1 a b c 1 1 0 1 1 0 a b ¢
rg(U[VW) —g|-6 1 0|=p,cr, el 0 0 -1 d e fI|10 1 1]={011)fd e f
0 -3 1 0 -3 1 g h i 0 0 1 0 0 1 g h 1
-6 1 1 a a+b b+c a+d b+e cH+f
=L, Lg rgl 0 -3 1 ]=3 =ld d+e e+ f =ld+g e+h f+1
0 0 -1 g g+h h+:1 g h i
(matrice triangulaire & coefficients diagonaux tous non nuls) ce qui nous donne le systeme :
a = a + d d == O
(c) Calculons f(u) en utilisant la matrice A : a+b = bate a = e
b+c = c+f b f e —i
ool 0 0 d = dtyg ssi g =0 ssi d: :h—O
AU=|-1 2 2| |-6]=|-6 d4e = e+h Y qd = p = b:?_ =
-3 3 1/ \o 0 et f = f+i e = i -
g+h = h g = 0
donc f(u) =u h+i = i h =0
. ) . . a b c
comIl;)eiiarizloarzolrilriéjierelseggzcev Z?LS) .donnent directement f(v) et f(w) comme Par conséquent, si N2 =T, alors N est delaforme | 0 a b | avec a,b,c € R.
’ ' 0 0 ¢
f)=u+v ; flw)=v+w. (b) Si N2 =T, alors avec les notations de la question précédente :
a b c a b c a? 2ab b?+ 2ac 110
On en déduit la matrice de f dans la base (u,v,w) : N2=10 a b 0 a bl=[0 a? 2ab =10 1 1
0 0 ¢/ \0O 0 ¢ 0 0 a? 0 0 1
110 On a donc :
matp (f) = 0 1 1 =T
0 0 1 9 a = 1 a — 71
ac = 1 1 1
2ab = 1 ssi b = b} ou b = D)
(d) Puisque A et T représentent ’endomorphisme f dans les bases B et B’ respecti- B2 +2c = 0 . - 1 . - 1
vement, en notant P = Pg_,5 la matrice de passage de B & B’ (donc inversible), - ) -8
on a: On obtient donc deux solutions possibles :
P'AP=T. 101 1 -1 -1 1
N 0 % 1° t V. N- 0 % !
2 _ . 1= 2 | b= = )
2. (a) Supposons que N? =T. Alors : 00 1 0 0 1
NT = NN? = N* = N?)N =TN. et on vérifie qu'il s’agit effectivement de solutions & 'équation (N1? = Np? = T)).
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3. Soit M € M3(R). En posant N = P~'MP, on a :
M? = Assi (PNP™)? = Assi PN?P7' = Assi N> = P"'AP ssi N> =T
L’équation M? = A admet donc exactement deux solutions :

My = PNiP™' et My=PN,P~! (= —M,).
4. La matrice nulle n’étant pas solution de I’équation M? = A d’inconnue M €
M;3(R), Pensemble E n’est pas un espace vectoriel.

Exercice 2 '
1. f est dérivable sur [ = [0, g] et Vo € [0, g] , () = -5 = =

cos2 x cos2 x
/' est nulle en 0 et strictement positive sur ]O, %] Comme f est continue sur
[0, ﬂ, ceci suffit pour dire que f est strictement croissante sur [07 ﬂ
f est continue et strictement croissante sur 'intervalle [0, g] donc f réalise une
bijection de [O, ﬂ sur l'intervalle [f(()), f (%)] =[1,V2].

f réalise une bijection de I = [0, Z] sur Dintervalle J = [1,v/2].

2. Désolé et pardon aux familles de courbes tout ca...
Retenons que dans un plan muni d’un repére orthonormé la représentation gra-
phique C;-1 de /7! est Pimage de la représentation graphique Cy de f par la
symétrie orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x.
Notons que f/(0) =0 et f(Z) = V2.
Notons encore que f est convexe sur I car f” existe et est positive sur I (voir
plus loin...).
3. Soit # un élément de J. z = f (f~'(z)) = m

7 (z) est un élément de [0, Z] donc sin (f'(z)) est positif.
Donc sin (f~(x)) = [sin (f~}(z))| = \/sin® (f~1(z)) = /1 = cos® (f1(z)) =
£/1— ?12 Finalement :

Vo € J, cos (fHz)) =21 et

T

Alors cos (f1(z)) =1

xT

Ve € J, sin (fH(z)) =4/1— %

4. f est dérivable et de dérivée strictement positive (donc non nulle) sur |0, Z].

Alors f~! est dérivable sur f(]0, Z]) =]1,v/2] = J — {1}. Donc :
‘f‘l est dérivable J — {1}‘

: 1) — : R €D b Al €5 RS
Remarque f est croissante sur I et f'(0) = 0 alors lim,_,; 1 =00;

en particulier Cy-1 admet une demi-tangente “verticale” au point d’abscisse 1.

: 14 _ PR B .. € C)) N~ S
Soit = un élément de J—{1}. (f71) (z) = AEORECEN = =
1 22 _ 1 _ |z
2 x2—1 "~ xz2 /21
Comme z est positif : (1) (z) = & T =3 .

veeJ—{1}, (f 1) (2) = T

5. f~1 est dérivable en /2 donc f~! possede un développement limité en v/2 & I’ordre

1 qui est :
@) = V) + (7Y (V2) (@ = V2) + oz — V2).
-1 _r -1\’ _ 1 _ 1 _ 2 ..
Notons que f~1(v2) =T et (f7!) (V2) = NN o=t A Alors :
f~! possede un développement limité en /2 & l'ordre 1 qui est :

Fl@) =5+ 8 @V ol — V).

Etude des dérivées successives de f

6. x — coszx est de classe C*° et non nulle sur /. donc :
‘f est de classe C* sur I. ‘

7. Montrons par récurrence, que pour tout n dans N (qui peut le plus peut le moins!),
il existe un polynome P, tel que Vz € I, ("™ (z) = %

e Considérons le polynéome Py = 1. Vz € I, fO(z) = f(z) = =1 = C’;‘;gi?(?)

cos T
La propriété est vraie pour n = 0.
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N. Il existe un polynéme
P, tel que Yz € I, f")(x) = %ﬂ&

Ve el f(n+1)(.’17) _ (f(n))’ (l‘) _ cosx P! (sinz) cos" ! (z)— P, (sinz) (n+1) (—sinz) cos™(x)

cosT T2 (z)
Ve eI, ft)(z) = C(;%% [cos?(z) P (sinz) + (n+ 1) sinz P,(sinz)]
Veel, frt)(z) = m (1 —sin®(z)) P, (sinz) + (n + 1) sinz P, (sinz)]
Posons alors P11 = (1 — X?)P! + (n + 1) X P,. P11 est un polynome et
Vo eI, ft)(z) = %m
Ceci acheve la récurrence.

Pour tout n dans N, il existe un polynéme P, tel que Vx € I, f(”)(x) = %ﬁ(%

Remarque Soit n un élément de N.

Supposons qu’il existe un second polynéme Q,, tel que Yz € I, f(™ () =
Qn (sinz)

cos™t1(x)
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Alors Vo € I, Qn(sinz) = P,(sinz) donc Vz € [0, 2], (Qn — P,)(sinz) = 0.
Ceci donne encore : Vz € [07 ?} , (Qn — Pp)(2) =0.

Alors @,, — P,, est un polynéome qui admet une infinité de racines c’est donc le
polynéme nul. Par conséquent Q,, = P,.
Finalement pour tout n dans N, il existe un unique polynome P, tel que
_ Pu(sinz)
VZ' S .[7 f(”)(:v) = #i?(y;)
8. Vrel, fl(z) =28t = DR avec P = X,
Ve e I, f'(z) =
sin?(z) + 2 sin2(;1:)].

Ve € I, f'(z) = m [1+ sin®(z)]. Finalement Vz € I, f"(z) = (:F(j)igsflrll(a;))

=X2+1.
’

Remarque Le tout pouvait s’obtenir encore plus rapidement avec P11 =
(1-X?)P,+ (n+1) X P,.
9. La question précédente sa remarque permettent de dire que :
VneN®, Py =1-X>)P, +(n+1)XP,.
Alors Ps = (1-X?)Pi+(24+1) X P, = (1-X?)(2X)+3 X (1+X?)
|Py= X3 15X
10. 5 Montrons par récurrence que, pour tout élément n de N (ou de N*), le terme de
plus haut degré de P, est X™.

e La propriété est vraie pour n = 0 car Py = 1 (ou pour n =1 car P; = X).

[cosx cos?®(z) — —[1-

(sinz) 2 (—sinz)cosa] = amy

1
cos?(z)

avec Py

=X3+5X.

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N (ou de N*) et montrons
la pour n + 1.

P, est de degré n donc X P, est de degré n+1 et (1 — X?)
n+1(sin=0..).

Ainsi P11 = (1 — X?) P, + (n+ 1) X P, est de degré au plus n + 1.

Les coefficients de X" ! dans (1 — X?) P/ et (n+ 1) X P, sont respectivement
—n et n+ 1 car le terme de plus haut degré de P, est X™.

Alors le coefficient de X" dans P, 41 est —n + (n+ 1) donc 1. Ainsi le terme
de plus haut degré de P,y est X"t ce qui acheve la récurrence.

P} de degré au plus

‘Pour tout élément n de N, P, est de degré n et son coefficient dominant est 1.

2.3. Etude de la suite d’intégrales.

11. 1 Soit n un élément de N*. f est continue sur I = [O,

I = [ f

%] donc f" également. Alors

da: existe.

(In)nen+ est bien définie.

I2:fo%ﬁ<x):

L =1
12. Vt e R— {~1,1}, (L =11ttt — 1 1at 4 1At 12 4 172
VteR—{—ll} Sr =it aveca=b=3

13. I = [ hode = [F e5ide = [T s da

cos?(z) 1—sin

Posons Vx € [0, Z] , u(z) = sinz. u est de classe C! sur [O, %] et définit une
bijection de [O ﬂ] sur [0, g}

4
Le changement de variable ¢ = sinz = u(z) donne alors

s B \/E
Il:f04 1-sin?(z) — f02 1= _2‘[02 (ﬁ_k%ﬂ):%[_lnll_tl—i—lnu—i_

], =4l
0 0
¥z s
Il:é[lnw HO] Lin| 2] = fim|22] = LV -
2
1 V241
5111(\/5_1)
V2+1)°
Ii= 3 () = # V2 + 1) = In(V2+ 1),

=In(v2+1).
14. Soit n un élément de N*. I,.1 — I, =

1
fO (cos"Jr1 (z) cos"(m) ) .

f l—cosx
n+1 n — Jo cosFi(z)*

fo% cos"(z) =

fo% cos" T (z) —

Or0< 7 etVee [O, g] , ui:fiffé) > 0 donc I,41 — I, fo Cgbﬂcffé > 0.
Finalement :
‘ (I )nen+ est croissante. ‘
15. Soit n un élément de N* (hum!).
z fud jus m_ 1
I, —fg_ﬁcos”(at)dx =/ cos"(x)dm—f%“_n%cos (x)dz = [,' ™ cos™(x)dx

Distinguons alors deux cas.
e Supposons n supérieur ou égal a 2.

T—L>0etVoe[0,F— -

n2]’ W

1

> 0 alors fo % cos™(z) > 0.
Par conséquent I, — ff_i cos™(xz) > 0 et I, > fi_
4 4

, cos™(x)
2 nZ

n
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e Supposons que n soit égal a 1.

Alors—%<%—i:§—1<Oeth€[%—#,0], m>0c‘equidonne

n2
fﬁ_i cos"(x)dx > 0.
Donc fo

"% cos™(x)dr < 0 et I, < ffﬁicos"(x)dz!!
T2

Dans la suite de cette question nous supposerons pudiquement que n est
supérieur ou égal a 2.

1
cos T

r — cosx est décroissante et strictement positive sur I donc x — est

croissante et strictement positive sur I (ce qui n’est pas nouveau!).

Alors x — ) est croissante sur I = [O, ﬂ donc sur [E -1, %]

1
cos™(x 4 n?2

Alors%f#<%etVa:€[Efi z

1 1
n2? 4] > cos™(x) = cos”(%—ﬁ)

_ 1
Doncf 2 Zcos™(

1 1 .
72 ez Finalement :
(i)

1

vn > 2, I, Zf% T%cos”(x)Z#

1
n i,i)
cos (4 o

Posons Vn €> 2, h,, = #

B =

cos”(

)

Soit n un élément de > 2. h,, > 0 et In(h,) = —2Inn —n In (cos(

In (cos (5 - 75 ).

limy, 00 2% = 0 et lim, o In (cos (3 - #)) =1In (cos (%))

%\H

1
n?

~—

jus
4

).
— In (72) -

In(h,) =n {—2 1“7”

>f —r Tcos™ (%—,le):&_(%_%))m:

16.

In (%) = —Inv2.

Alors limy o [~2122 —1n (cos (5 = 75) )| =1nv2 > 0 donc limy o Inhy =
oo. Par conséquent lim,, o h,, = 00.
Orvne>2, I, > h, donc
‘limn_>Oo I, = oo. ‘

(v2)°
61y =1="37 + 547
forme intégrale...).

Iy donc 1'égalité est vraie pour n = 0 (oui, I n’a pas une

Soit n un élément de N*.
T T _ 1 1 I 1
In+2 = f04 COSn+2(J}) = f04 cos?(z) cos™(x) = f04 tan/('r) cos™(z) =
Jo! tan’(z) cos™"(z).

ENE]

Un intégration par parties alors évidente donne : I, 4o = {tanxcos*”(x)] -
0
Jo! tan(z) (—n) (=sinz) cos™ ().

T2 =tan  cos™" (ﬂ) -0- fo% tan(z) (—n) (—sinz) cos™" ().

zm:(%) —nf&é‘or;;sinwm:(%) oy
1—cos”(x n I n
I R = (V2 i o)

sin? (z)
cos™t2(x) "

)+ n f04 cos™(z) =

In+2 -
(V2)" — n[n+2 +n,.

Alors (n+1) Iny2 = (V2)" +n 1, et donc I = (T\g_)l

+ T—H I,,. Finalement :

VR EN, Ly =2 nop




