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Classe de Premiere
Dérivation
Le nombre dérivé d’une fonction f en une valeur a est le nombre noté f”(a) tel que :

f(x) = fla)

f'(a) =lim

x—a

f'(a) = lim Ta ou

C’est le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abs-
cisse x =a.

Equation de la tangente

L’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est :

= (@)(x—a)+f(a)]

Exemple :

f(x) = x. Déterminer le nombre dérivé en a.

f(a) =lim(2a+h) = 2a.
h—0

fla+h)—fla) (a+h)?—a?
h - h
_ h(2a+h)
h
=2a+h.
Fonctions dérivées
fx) f'(x) sur
keR 0 R
ax a R Fonction Dérivée
2 o R kx u (k€ R, u: fonction) kxu
1 . u+v u +v
v 2/x R uy u'v+v'u
I I u uv—Vu
Z - R* i aur—vu
X x2 v V2
X" (n€Z) nx" T R glax+b) axg(ax+Db)
a
vax—+b _ R
2\/ax+b

Fonction exponentielle

Propriétés algébriques Pour x et y réels :

e xe’ =e'
i:e*x ef=¢" <= x=y
X )
¢ "> = x>y
g—eX—.V X y
S e <e — x<Yy
(ex)":e"x,nEZ

Dérivation

(ek")/ —ke®, keR

Suites

Définition
Une suite est une fonction a variable enticre. Elle peut étre définie de deux manieres :

* de facon explicite, avec une expression.
Par exemple : u,, = n?+6;

* par récurrence, en exprimant un terme en fonction de son précédent.
Par exemple, u,4+; =5+ u,, qui signifie qu'un terme est égal a 5 de plus que son
précédent. Dans ce cas, il faut toujours connaitre un terme (par exemple ug) pour en
déduire les autres.

Sens de variation
On calcule u,1 — u, et on regarde le signe du résultat.

* Si pour tout entier n, u,1| — u, > 0 alors u,4+1 > u,, donc la suite (u,) est croissante.
* Si pour tout entier i, i, —u, < 0 alors u,4| < u,, donc la suite (u,) est décroissante.

Exemple 1 :

Pour tout entier n, on pose u, = n4+n+1.
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Uni1 —tp = [(n+ 1>+ (n+ 1)+ 1] — [n* +n+1] Suites arithmétiques
= [nz +2n+14+n+1+ 1] — [nz +n+ 1] Une suite est arithmétique si la différence de deux termes consécutifs quelconques est
_ [nz g 3] _ [nz ot 1] constante : pour tout entier 7, ;1 — U, = r.

=n*43n+3—n"—n—1
—2n4+2>0. tn = g + 17

up=u;+n—1)r

Donc (u,) est strictement croissante.
up=up+m—p)r,peN

Exemple 2 :
n(n+1) uo + up
Pour tout entier 7, on pose Uy, 41 = u> + 3u, + 2, avec ug = 2. 1+2+43+4-+n= ) o+ ur+-up = (n+ 1) D)
1 =ty = (it + 3ty +2) — ty =({n+1)x (uo—k%nr)
=+ 2u, +2
= (up +2up +1) +1 Suites géométriques
2 . . . . .
=(u+1)°+1>0 Une suite est géométrique si le passage entre deux termes consécutifs quelconques se fait
car un carré est toujours positif ou nul. par un coefficient multiplicatif constant : pour tout entier n, u,+1 = g X u,.
Donc (uy,) est strictement croissante.
— — n
Majorants et minorants tn = Ho X q |
— n—
M est un majorant d’une suite (u,) si, pour tout entier n, u, < M. Up =11 X q
. , . . . up=u,xq" *,peN
M est un minorant d’une suite (u,) si, pour tout entier n, u, > M.
) 5 1— qn+1 1— qn+1
Exemple 3 : l+qg+q +gq +...+q":ﬁ, g#1 u0+ul+---+un:uoxﬁ
1

u,=3——,n>1.
n
Pour tout entier naturel n > 1,
1 1
0<—-<1l =< -1<——<0
n n
1
— 2<3-—-<3
n

Donc (u,) est minorée par 2, et majorée par 3. La suite est bornée.
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Produit scalaire Remarque :

al’aide de la premicre et de la derniere formule, on peut calculer 1’angle (ﬁ ,E) pour le
dernier exemple.

En effet, AB-AC = 18 = AB x AC x cos (ﬁ,ﬁ) On en déduit alors que :

Les différentes formules

AB-AC = ||AB|| x |AC|| x cos (AB ,AC)

C 18 18
AB,AC) = = ~ (0,832050294338.
Exemple : COS( ’ ) ABXAC /5235 12x+/32+32 ’
o IR ., Do (AB,AC) ~ cos1(0,832050294338) ~ 34°.
» AB-AC = AB x AC x cos (AB,AC) e s
T T Propriétés générales
4 =5x3v2xcos 1
Orthogonalité : Commutativite :
> \/Q - — - —
A 5 B =15vV2x == @ LV <= 4-V=0 i-vV=7-u
=15.
Distributivité : Bilinéarité :
AB.AC i (VW) =@ VW (@) (ko) = (ki x ko) T - 7
C AH xAB si0< (AB,AC) < 5
. = CAHXAB i g < A_B),A_é) < Propriétés avec les normes
: Exemple : =7’ 17+ V2= R+ V> +23 -V
: s AB-AC = AH x AB o ) )
AT H B 53 ¥ =5 (1T + |72 = 17 = )
=15. |
w- V=S (7 + VP =171 = 171%)
t Ny Wy 7V = LT+ V-7 - VIP)
C AB-AC = xx'+yy avecAB et AC| ", 4
44 : y y
31 Exemple :

24 — (5 —(3
AB A .

R AB-AC=5x3+1x3
O 1 2 3 4 5 6 =15+3
= 18.
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Applications du produit scalaire Vecteur normal et vecteur directeur 2 une droite (d) : ax+by+c=0

Formule d’Al-Kashi

& =b*+c*— 2bccosA

Théoréme de la médiane

1
MA? +MB? = 5AB2 +2MI?

Lignes de niveau

Pour tous points A, B et M du plan, avec I milieu de [AB].

— —> 1 — —
MA -MB = MI* — ZAB2 ‘MA -MB =0 <= M est sur le cercle de diametre [AB]

Centre de gravité

G centre de gravité du triangle ABC, M est un point quelconque du plan.

\@H@#(Y:B’\ Aﬂ+ﬁ+ﬁ7€’:3]\TG’\

| MA® + MB* + MC* = 3MG* + GA® + GB* + GC? |

Equation cartésienne d’un cercle

Equation cartésienne d’un cercle de centre Q (ab) et de rayon r :

(x—a)?+(y—b?=r

Vecteur normal : 77 (Z)

. —b
Vecteur directeur : 7( )
a
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Classe de Terminale
Limites

Fonctions et limites de référence

Opérations sur les limites (suites ou fonctions)

x — x", avec n pair x — x", avec n impair
lim x* = 4oo lim x"*
X——o00 X—r—o0
lim x" = 4o lim x" = +o
X—>—+o0 X—>+o0
x—e* x+— In(x
lim ¢*=0 hm ln(
X—»—o0
lim ¢ = +oo hm In(x) =
X—>—+o0 X—>+o0
X 4/x
v x> 1
X
lim —=0", lim — =
lim \[ oo X——o00 X X—>+o0 x
X—>+too 1
Non dérivable en 0 lim — = oo, hm - =
x—0t X x—0" X
X > cos(x) X sin(x)

AN ANEA
VAV RV

Asymptotes :
— Si liIE f(x) = a, la droite d’équation y = a est asymptote a la courbe de f en =eo.
X—yoo
— Si lin}l) f(x) = £eo (b fini), 1a droite d’équation x = b est asymptote a la courbe de f.
X—

Suites géométriques : Si g > 1, alors lim ¢" = +e. Si —1 < g < 1, alors lim ¢" =0.
n—r—+oo n—r—oo

lim f(x) l] l] ll —+oo —o0 ~+o0

x—a

lim g(x) L +oo —o0 +oo —o0 —o0

X—a

im(f+g)(x) | LH+Dh +oo —oo +oo —oo F.I.

X—a

1imf(x) l1 ll 7é 0 o 0

x—a

lim g(x) 13 00 oo oo

x—a

lim(fg)(x) | il oo (.8.) oo (I.8.) FI

X—a

limf(x) l] ll l| 7&0 o 0 oo
X—a

lim g(x) L#0 oo 0" ou0~ LL,0"ou0~ |0 | e
X—a l

lim (f) x| 2 0 oo (.8.) oo (I.5.) FL
x—a \ g 153

Méthodes pour lever une indéterminée :

— Factorisation par le termes de plus haut degré
— Quantité conjuguée (différence de racines carrées)
— Utilisation des croissances comparées

Croissances comparées : Pour tout entier naturel non nul n,

X

e . . In(x
lim x"e¢* =0 lim (x)

X——oc0 X—+Foo  x"

=0

lim x"In(x) =0

x—0*t

Compositions de limites

Si lim f(x) = b et lim g(x) = ¢ alors hm(gof)( )=c¢
Xx—a x—b

Théoremes sur les limites

Théoreme de comparaison : Soit a un réel ou . Soit f et g deux fonctions définies sur
un intervalle I dont a est un élément ou un bord.

g(x)etlimg(x) =
X—a

g(x) et lim g(x) = —oo, alors lim f(x) =
xX—a x—a

— Si, pour tout x € I, f(x) > +oo

— Si, pour tout x € I, f(x) <

oo, alors lim f(x) =
X—a

—o0

Théoreme d’encadrement : Soit a un réel. Soit f, g et h trois fonctions définies sur un

intervalle I dont a est un élément ou un bord.

Si, pour tout x € I, f(x) < g(x) < h(x) et si f et h admettent une méme limite finie ¢ en a,
alors g admet également une limite finie en a et lirf glx)=¢.
X—>—oo
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> def seuil (s):

Suites monotones :
— Si (u,) est croissante et majorée par M, alors (u,) converge et nLi)rJIrloo u, <M.
— Si (uy) est décroissante et minorée par m, alors (u,) converge et ngTw U, > m.
11 est en revanche faux de dire que la limite vaut automatiquement le majorant ou le
minorant en question !
Algorithme de seuil

I #Suite decroissante
2> def seuil(s):

#Suite croissante

u = #valeur de u(0) u = #valeur de u(0)

n=20 n =0

while u < s while u > s
u = #expression de u(n+l) 6 u = #expression de u(n+l)
n=mn+1 n=mn+1

return n 8 return n

Théoreme du point fixe : Soit f une fonction définie, continue et a valeurs dans un inter-
valle I . Soit (u,) une suite telle que uy € I et pour tout entier naturel n, u,+1 = f(uy).
Si (u,) converge vers £ € I, alors f(¢) = /.

Théoreme des valeurs intermédiaires

I #Algorithme de dichotomie
2> #Resolution approchee de f (x)=0
s def dicho(f, a, b, p):

Soit f une fonction continue sur ]a; b|.
Alors pour tout réel k compris entre lim f(x)
x—a

et lim f(x), 'équation f(x) = k admet au + while abs(b-a) > 10 ** (-p):
x—vb ) 5 m = (atb)/2

moins une solution sur |a; b|. . if £(a) % £(m) < O:

Si de plus, la fonction f est strictement mo- el:e:.m

notone sur |a;b|, alors une telle solution est 2 =m

Luﬁque. 0 return m

Propriétés de calcul

Second degré : Racines et signe de ax”> 4 bx + c. On pose A = b — 4ac.

— SiA>0,x = ’bz’a\/g, Xy = 717;1\/&. Signe de a a I’extérieur des racines.
— SiA=0,x = f%. Signe de a partout.
— Si A <0, pas de racine réelle, signe de a partout.

Avec le logarithme : Soit x > 0, on a, In(x) > 0 ssix > 1. Soita, b € R, ncZ.

In(ab) = In(a) + In(b)

Dérivées, primitives

Fonction f Dérivée UNE Primitive F
xn+]
x—x", neN* x =yl X
n+1
1 n 1
x+— —,neN* X X—m———(n=2
x" Xl (n41)x! ( )
— /X — ! 2 Vx ( igible)
X X X —— —x4/x (non exigible
NG 3 g
eax+b
X et X axe™th X
a
1 .
x +— In(x) X = x +— xIn(x) — x (non exi-
X .
gible)
x> sin(x) x> cos(x) X — —cos(x)
X+ cos(x) x — —sin(x) X+ sin(x)

Opérations sur les dérivées

(utv) =u'+v (w) =u'v+uw/

(%)/ _ 7:7; (") = ue" (In(u))" = u;’ (Vu) = zb\iﬁ

") =nxu xu"! (cos(u))' = —u' x sin(u) (sin(u)) = u’ x cos(u)

Equation de la tangente 2 la courbe de f au point d’abscisse a : y = f'(a)(x —a) + f(a)
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Convexité, concavité

b b b c b b
| @srup@a=2 [ swarvn [“goar: [ s [ gwd= [ rwar
Fonction convexe b b

— En-dessous de ses cordes, au-dessus de ses tangentes

Croissance : Si pour tout réel x € [a;b], on a f(x) < g(x) alors / f(x)dx < / g(x)dx
— Dérivée croissante, dérivée seconde positive

1 b
bfa/a F(x)dx

b b
Intégration par parties (IPP) : / (') (x)dx = [uv)> — / (u'v)(x)dx
a a

m =

. Valeur moyenne d’une fonction :
Fonction concave

— Au-dessus de ses cordes, en-dessous de ses tangentes
— Dérivée décroissante, dérivée seconde négative

Equations différentielles o .
) Probabilités conditionnelles
Equation homogeéne y' +ay = 0 : Solutions x — Ce™*, C € R

Probabilité conditionnelle de B sachant A : P4(B) = PS‘QQI)B)

Second membre constant y' +ay = b

Formule des probabilités totales : On considére un événement B et Aj, Ay, ..., A, un

— Recherche d’une solution constante @ : on pose y' = 0, on trouve @ = g R - s
systeme complet d’événements de 1’univers Q. Alors,

— Solutions générale : x — Ce™ ™ + g
Second membre fonction y +ay = g

— Recherche ou vérification d’une solution particuliére ¢ P(B)=P(BNA|)+P(BNA2)+...+P(BNA,) =
— Solutions générale : x — Ce™ ™ + ¢ i

P(B ﬂAi)

-

1

Conditions initiales : Une fois la solution générale trouvée, on remplace x par xg et on
résout une équation pour trouver C. Indépendance : Deux événements A et B sont indépendants si P(ANB) = P(A)P(B).

Calcul integral Variable aléatoire
Définition de I’intégrale d’une fonction continue posi-
tive : aire sous la courbe exprimée en unité d’aire

b
Notation / f(x)dx

a

Définition : Fonction définie sur un univers Q a valeurs dans R

Loi d’une variable aléatoire réelle : Fonction qui a tout réel k associe P(X = k).

Espérance : Si X prend les valeurs X1, X2, ey Xns

b
Si pour tout x € [a; D], f(x) < g(x), Iaire entre les courbes defetgvaut/ (g— f)(x)dx. ‘ E(X)=x xP(X =x1) +x X P(X =x2) + - +Xn X P(X = x0)
a Interprétation : valeur moyenne de la variable aléatoire

Théoréme fondamental : F, : x — /Xf(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a. Linéarité de I’espérance : E(aX +b) =ax E(X)+b, E(X+Y)=E(X)+E(Y)

’ b Variance : V(X) = E[(X — E(X))?] = E[X?] — E[X]?. Mesure de dispersion.
Calcul d’intégrale : Si F est une primitive de f, /a f(x)dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a). V(aX +b) = a® x V(X). Si X et Y sont indépendantes, V(X +Y) = V(X) +V(¥).
Propriétés de I’intégrale Ecart-type : 6(X) = /V(X)
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Epreuve, loi, schéma de Bernoulli
Epreuve de Bernoulli : épreuve a deux issues, le succes S et ’échec S

Loi de Bernoulli de parametre p : prend la valeur 1 avec proba p et 0 avec proba 1 — p

Schéma de Bernoulli : Succession d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

Loi binomiale

Loi binomiale de parametres n et p : compte le nombre de succes d’un schéma de Bernoulli
a n épreuves, chaque épreuves ayant une probabilité de succes de p. X ~ Z(n,p)

Formules Si X suit une loi binomiale %(n,p),

P(X =)= (k> P(1—py*

E(X)=np V(X)=np(1-p)

Géomeétrie dans I’'espace

Colinéarité et applications
Deux vecteurs # et V sont colinéaires s’il existe un réel & tel que & = kv ou V = kil.

. c 5 . — L
Droite passant par A dirigée par # : ensemble des points M tels que AM et i sont colinéaires.

— Deux droites sont paralleles ssi leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.
— Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si f@ et R sont colinéaires.

Coplanarité et applications

Trois vecteurs i, V et w sont coplanaires si I’un de ces vecteurs peut s’exprimer comme
combinaison linéaire des deux autres (par exemple i = AV + uw).

c e e c . . —
Plan passant par A et dirigé par # et V non colinéaires : ensemble des points M tels que AM,
i et vV sont coplanaires.

— Quatre points A, B, C et D sont coplanaires s’il existe un plan passant par ces points
— Quatre points A, B, C et D sont coplanaires ssi A?, 1@ et ﬁ sont coplanaires.
— Deux droites sont coplanaires s’il existe un plan contenant ces deux droites

Positions relatives

I Paralleles

Coplanaires
-
Sécantes

S
\

Non coplanaires

Droite sécante a un  Droite parallele a

Plans sécants selon

Pl llel
plan un plan une droite ans paralleles
/ — et

0 .

Repérage dans I’espace

Un repere de 1’espace est la donnée d’un point O de I’espace et de trois vecteurs non
coplanaires i, j, k. Pour tout vecteur i, il existe des réels uniques x, y et z tq il = xi+yj -+ zk.

X XB — XA
Onnote i | y |.SionaA(xa;ya;z4) et B(xp;ys;zs), alors Zg VB — VA
Z iB— XA
x x Ax+ ux'
Siw |y etV |y |alorsAi+uv | Ay+puy
z 7 Ay+uy
Représentation paramétrique de droite
4 X =Xxa+at
. s - = bt ;teR
passant par le point A(x4,y4,z4) dirigée par le vecteur ii | b y=yat 1€
¢ z=2za+tct

Applications
— Lire directement un point et un vecteur directeur d’une droite

— Vérifier si un point appartient a une droite : remplacer x, y et z par les coordonnées de
ce point et trouver une unique valeur de ¢ qui convient.

— Drroites paralleles : vérifier si les vecteurs directeurs sont colinéaires

— Droites sécantes : systtme a résoudre en identifiant les x, y, z des deux représenta-
tions. On remplace ensuite la valeur de ¢ trouvée pour le point d’intersection.

Produit scalaire
Produit scalaire : si i = AB et 7 = R, alors ii-7 = AB-AC = AB x AC x cos(B/A\C).

Vecteurs orthogonaux : produit scalaire nul.

u-u.

ii-ii=| |i| | Enparticulier, | |ii| | =
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GV=7d @ (HKW) = k(@ 0) K@ w) (kG +KP) i = k(i) + K (- i)
x x
Produit scalaire dans un repére ORTHONORME : o/ (v |-V [ v | =xx'+yy +27
!
z 4

Csq: | [ii| | =@+ 2+ etAB=| [AB| | = /(s —xa )2+ (5 —ya)? + (5 — 2)?
AB-AC
AB x AC

— Deux droites sont orthogonales si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.
— Deux droites sont perpendiculaires si elles sont orthogonales ET sécantes.
— Une droite est orthogonale a un plan si elle est orthogonale a toute droite de ce plan

Pour déterminer la mesure d’un angle, on utilise alors cos(BAC) =

Vecteur normal a un plan : Vecteur directeur d’une droite orthogonale a ce plan.
Si (A, i, V) est un repere du plan (P), 7i est normal a (P) ssiil-#i =V 7 = 0.

Une droite est parallele (ou contenue) a un plan si un vecteur directeur de cette droite
est orthogonal a un vecteur normal au plan.

Une droite est orthogonale a un plan si un de ses vecteurs directeurs est un vecteur
normal & ce plan

Deux plans sont paralleles si leurs vecteurs normaux sont colinéaires

Deux plans sont orthogonaux si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.

Projeté orthogonal

Projeté orthogonal de A sur la droite (d) :
intersection de la droite (d) et du plan pas-
sant par A orthogonal a (d).

Projeté orthogonal de A sur le plan (P) : in-
tersection du plan (P) et de la droite passant
par A et orthogonale a (P).

(d)

Distance d’un point a une droite (ou un plan) = distance du point a son projeté orthogonal

> L2

3 for 1 in range(n):

s for 1 in L :

Equation cartésienne de plan 4

b

c

Passant par A(x4,y4,74) de vecteur normal 7 ra(x—xa) +b(y—ya) tc(z—z4) =0

Applications :

— Déterminer directement un vecteur normal a un plan
— Vérifier si un point appartient au plan : remplacer x, y et z par les coordonnées du
point, vérifier si 1’égalité est juste.

Intersection d’une droite et d’un plan

Etablir une représentation paramétrique de la droite

remplacer x, y et z dans 1’équation du plan par ceux de la représentation paramétrique
trouver le parametre ¢ en résolvant 1I’équation

remplacer ce parametre dans la représentation de la droite.

Algorithmique

Manipulation de listes ; Attention : les indices des éléments d’une liste commencent a 0.

Ll = [] # liste vide stockee dans L1
= [1, 3, 7, 6]

a = L2[0] # element d’indice 0 de L2

b = L2[1] # element d’indice 1 de L2

c = L2[-1] # dernier element de L2

c = len(L) # nombre d’elements de L2

L2.append(8)
L2 .remove (3)

# ajoute 8 a la fin de la liste L2
#retire la premiere apparition de 3 de la liste L2

Génération par compréhension

[expression for objet in liste if condition]

Itération et parcours

range (a,b,pas) # "liste" de tous les entiers de a inclus a b exclus en
progressant d’un pas donne

# pour i1 allant de 0 a n-1
# indenter la partie a repeter

# si L est une liste, parcourt les elements de L dans 1’ordre
# indenter la partie a repeter
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