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Devoir Surveillé 07 - Eléments de Correction 2. On peut écrire a + ia = a(l + i) alors FE est engendré par

1 + 4 qui constitue une base de FE.
Exercice 1 On peut écrire b — b = b(1 — i) alors F est engendré par

Espace vectoriel de fonctions

1. V(AO,)\l, Ag) S R3, Vo € R, )\ofo(.’t) + )\1f1(1’) + )\2f2($) =0

Ao+ A2 =0 en posant x =0 =0
=JX+A=0enposant z =7 = ¢ A1 =0
Ao — A2 =0 en posant z = 3 A =0

La famille U est libre.

2. Vf € E, Ia,b,c,d) € R*, Vo € R, f(z) = acos?z + 2bsinxcosz + csin®z + d

1 2 1-— 2
or cos?r = H%(m) puis 2sinz cos z = sin(2z) et sin?z = w
alors f(z) = % + g +d+ bsin(2x) + a-c cos(2x)

a—c
2

Conclusion :

2

vf e B 3abed eR | f=(5+5+d) fo+bfi+

3. Réciproquement soit g une combinaison linéaire de fy, f1, fa.
J(No, A1, A2) € R3, Vo € R, g(x) = Ao + Arsin(2z) + Aacos(2z) = Ao +
21 sina cosw + Aa(2cos?z — 1)
qui est de la forme a cos? z +2bsin z cos x + csin® z+d avec a = 2\g,b = Ay, ¢ =
0,d= Ao — A2
Conclusion : ‘E = Vect(fo, f1, f2) ‘

4. Comme de plus on a vu que la famille U est libre alors c’est une base de E.

Espace vectoriel des complexes

On peut identifier C & R? qui est un R-espace vectoriel.

1. Ve=o+4+iweC, Ju=a+ia€e F, Jv=b—1b € F, z—u+v<:>{§iz—i__z
_ z+
=
b= =%
L’unicité des réels a et b donne 1'unicité de u et v.
Conclusion : Vz = z+iy € C,Mu =2 +iZW e Py =28 2V € Fz =

wiv={EaF=0

1 — ¢ qui constitue une base de F.

3. Une base de C est donc (1 +14,1 —1)

Exercice 2
Soit ¢ une application dérivable sur Ry. On considére I’équation différentielle (£) donnée

par (1 —e ")y (x) +y(z) = ¢(z).

Partie 1.

On note G, F les fonctions de R dans R définies par Vo € R, G(x) = / el p(t) dt
et Ve € R%, F(z) = G(x)/(e” —1). 0

1. Montrer que G et F sont des applications de classe C' sur R% .

La fonction G est une primitive (celle qui s’annule en 0) de Papplication conti-
nue ¢t — e’ p(t), donc G est une fonction de classe C* sur R? . Par suite, F' est une
fonction de classe C! sur R% comme quotient de deux fonctions de classe C I dont
le dénominateur ne s’annule pas sur R* . On a ainsi démontré que

G et F sont des applications de classe C' sur R%.

2. (a) Déterminer le développement limité de G au voisinage de 0 & Uordre 2. En
déduire que le développement de F au voisinage de 0 ¢ Uordre 1 est F(x) =

2(0) + 5¢'(0) + ofa).

La fonction ¢ — e! ¢(t) est dérivable sur R, comme produit de telles fonc-
tions et admet donc, d’apres le cours, un développement limité & ’ordre 1 en 0
donné par

e o(t) = (L+t+4o(t) (0(0) + ¢ (0)t + o(t)) = ¢(0) + (£(0) + ¢'(0))t + o(t).

En intégrant entre 0 et = (ce qui est possible d’apres le cours), on obtient le
développement limité & 'ordre 2 de la fonction G, ce qui prouve que

G admet un développement limité a 'ordre 2 en 0

©(0) +¢'(0) ,

donné par G(z) = ¢(0)z + 5 z? + o(z?).
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Pour obtenir le développement limité a l'ordre 1 de F' en 0, on commence donc ,
par rechercher un tel développement pour la fonction z/(e* —1). On a, d’apres lim F(x) — F(0) _¥ (O),
le cours, z—0+ z—0 2
2 Lo
o — 14t z° n 0(952), ce qui signifie que
i )
donc F est dérivable en 0 et F'(0) = ? 5
T T 1
1_1: 3 = T :1—§+0(17). , * s, . e, . = , i
e vt % 0y 0(2?) 14+ 3 + 0z50() 3. Résoudre sur R I’équation différentielle (&) : (1 —e ")y (x) + gégcx) = 0. Indica-
tion : On pourra remarquer que (Ey) est équivalente a y'(v) + ——y(z) = 0.
ou lavant dernieére égalité découle du développement limité de 1/(1+h) & lordre e’ —1
2 en 0 donné par 1/(1+h) =1 — h + op_s0(h). Il s’ensuit que Pour tout € RY, on a 1 —e™™ # 0, donc, sur RY, (&) est équivalente a
eil/'
"(z) + x) = 0. D’apres le cours, on sait que les solutions de ’équation de
Vo0, Flz) = G(z) y'(2) , ew.—1y( ) p q q
e —1 cette équation sont de la forme
_ p(0)z + ((0) + ¢'(0))2* /2 + o(a?) v ou i A\
- T _ Vo >0 (x) = Aexpq — dup = Ne~nle" =1 = )
e —1 ’ Yh P ev —1 e® —1
©(0) +¢'(0) x
= (p(0) + T2 o)) Done
A
0) + (0 x - )
= (@(0) + #(0) 5 #( )x + o(x)) (1 - =+ o(x)) vz >0, y(@) et —1 (A ER)
(0 r, .
— 4(0) + ©'( )x—|—o( ). 4. Montrer que F vérifie (€) sur R
2 On sait déja que F est de classe C' sur R%. On a
Donc ’ © x x
F admet un développement limité a ’ordre 1 en 0 Yo > 0, F’(w) = G'(2) _ G(z)e _ ¢ p(2) — G(z)e ,
#(0) e?—1 (e*—1)2 e?—1 (e —1)2
donné par F(z) = ¢(0) + —5 % + o(z). donc
(b) En déduire que F est prolongeable par continuité en 0. On notera encore F la (1—e ®)F'(z)+F(2) = (1_e—$)<ex p(z) _ G(z) ea:2)+ G(z) = o(x)— G(z)  Gz) _ ©
fonction prolongée. Préciser F(0). Montrer que F est dérivable en 0 et préciser e =1 (e*—1) e? —1 e’ —1 e* -1
F'(0). Ainsi,
Le développement limité a 'ordre 1 de la fonction F' que nous venons de ‘F vérifie (€) sur Rj_‘
déterminer permet d’affirmer que F' admet en 0 une limite finie égale & ¢(0). ' ) o .
On en déduit que 5. (a) Exprimer la solution générale de (E) sur R .
— D’apres le cours, les solutions générales de (£) s’obtiennent en ajoutant
‘F est prolongeable par continuité en 0 en posant F(0) = ¢(0) ‘ la solution particuliere F' de (£) aux solutions de 1’équation homogene (&)
déterminées a la question 3. Ainsi,
Pour x > 0, on a
A
F(JU; : (1)7(0) _ %(80(0) n gp’é())x +(2) — 80(0)) _ 4,0’;0) +o(1), les solutions générales de (£) sont de la forme Vz > 0, y(z) = F(x) + e (A eR)
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(b) Vérifier que F est l'unique solution de (&) sur RY possédant une limite finie
quand x tend vers 0.

»oll A € R, Si

Soit y une solution de (£) donnée par y(z) = F(z) + .
e$ —

A #£0, on alim,_,g+ A\/(e* —1) = £o0o (selon le signe de \) et lim,_,q+ F(z) =

F(0) = ¢(0), donc lim,_,o+ y(z) = £oo. Au contraire, lorsque A = 0, on a

y = F donc y tend vers ¢(0) en 0. Ainsi,

‘ F est la seule solution de (£) qui admette une limite finie en 0 égale a ¢(0). ‘

. La fonction F est-elle une solution de (€) sur Ry ¢
On sait déja que F' est une solution de (&) sur R%. Pour savoir si c’est une
solution de () sur Ry, il faut regarder si la relation (1 —e™*)y/(z) + y(z) = p(x)
est vérifiée en 0 pour y = F. Or, d’apres la question 2. b),

©'(0)

2+ 20 = 2(0),

(1—e " OF'(0)+F(0)=(1-1)

donc

‘F est une solution de (&) sur Ry. ‘

. On suppose, dans cette question, que l'application ¢ est décroissante sur R, .

(a) Montrer que, pour tout x > 0, on a ¢(x) < F(z). Ce résultat demeure-t-il pour
x=07?
Soit * > 0. L’application ¢ étant décroissante sur R,, on a Vt €
[0;2], @(t) > ¢(x) et donc Vi € [0;2], €' ¢(t) > e’ p(z) puisqu'une expo-
nentielle est toujours positive. Combinée avec la croissance de I'intégrale, cette
inégalité implique que

/‘ e p(t)dt > / el o(z)dt,
0 0

c’est-a-dire

ou encore G( )
x
>
w1 2@
Donc
V>0, F@) > p(o)]

Cette relation reste vraie en z = 0 puisque F' et ¢ coincide en 0. Donc

F(z) > o(x). ‘

’VCL‘ZO,

(b) Déduire du I. 7. a) que F est décroissante sur R..

On sait que F' est une solution de (€) sur Ry, donc Vo > 0, (1—e *)F'(z)+
F(z) = ¢(z). Or, d’apres la question précédente, on a Vo > 0, F(z)
donc Vz > 0, (1 —e *)F'(z) < 0, ce qui implique que VYx > 0, F’'(x)
puisque Vz > 0, 1 —e™% > 0. Par suite,

‘F est décroissante sur R;.. ‘

Partie II.

—X

On suppose dans la suite du probléme que Vx € Ry, p(z) =e

1. (a) Déterminer explicitement F(x).

Pour tout x > 0, on a

six >0,

1 siz=0.

(b) Donner un développement limité de F a l'ordre 2 au voisinage de 0.

On a
2 3 2 3
x x x x
e’ —1= (1+$+*+*+O:pa0+(ff2)) 71:x+7+7+0m~>0+($2)7
2 6 2 6
donc, pour tout x > 0,
T T 1

e:”—l_

T 22224 336+ 0,0+ (22) | 1+ 2/2+ 22/6 + 0,0+ (22)

ce qui donne
2

T T T T\ 2 x x
=1 (74»—) + (7) +0m*>0+(932) :1*§+E+Om~>0+(gj2)
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donc

2
X
F(e) =13 + T3 + 000+ (a?)

(¢) Dresser le tableau de variations de F sur Ry.

Pour compléter I’étude de F, il reste a regarder son comportement asymp-
totique en +oo. Or, d’apres le théoréeme des croissances comparées, on a

T

li =0
r—1>1-&r-loo e —1 ’

c’est-a-dire
lim F(z)=0.

r——+00

On peut alors dresser le tableau de variations de F' et la représenter graphique-
ment

2. On note ® la primitive de F définie sur Ry et s’annulant en 0.

(a) Montrer que Yo > 4, z < /2 -1 puis que Yo > 4, F(z) < 1/(e*/?2+41) <
e /2. En déduire que la fonction ® est bornée sur R..

Considérons la fonction g(z) = e%/2 —x — 1 définie sur [4;+oo[. Cest
une fonction de classe C* sur [4;+oo[ d’apres les théoréemes generaux On a
Vo >4, g'(x) = e®/? /2 — 1 et g"(x) = e®/2 /4 > 0. Par suite, ¢’ est croissante.
Or ¢'(4) = e?/2—1 >0, donc Vo > 4, ¢g’(x) > 0 ce qui implique que g est
croissante sur [4; +oo[. Comme g(4) = e* =5 > 0, on en déduit que g est positive
sur [4; +oo[ et donc que

’szll, zgeI/Q—l.‘

Par conséquent, pour tout x > 4, on a

Fla)= % < e?/2—1 e®/2 —1 _ 1 1
Cer—17 er—1  (e*/2-1)(e®/241) e*/241 —

donc

Vo >4, F(z) <e /2,

Comme & est la primitive de F' qui s’annule en 0, on peut écrire que

B(z) = / P() dt,

0

ce qui prouve immédiatement que ® est positive sur R, puisque c’est I'intégrale
de la fonction F' qui est positive (positivité de I'intégrale). Par ailleurs, ® étant
continue sur le segment [0;4], elle est bornée sur ce segment par une constante
M, > 0, d’apres un résultat du cours (théoreme des bornes). Lorsque x > 4, on
écrit que

@(m)=/4F()dt+fF(t)dt

4
/F dt+/ et/ qt

4
F(t dt—i—e_x/z—e

o\o\

4
Ft)dt+1.

En combinant ces résultats, on obtient que Va > 0, 0 < ®(x) < max{Mi; Ms},
ce qui démontre bien que

® est une fonction bornée sur R . ‘

(b) Etudier les variations de ® sur Ry. En déduire que ®(z) admet une limite finie
quand x tend vers +00.

La fonction ® est bien évidemment dérivable puisque c’est une primitive et
Pon a Va > 0, ®'(z) = F(x) > 0. Cela prouve que

‘ ® est strictement croissante sur R .

La fonction ® étant croissante et bornée, on peut affirmer, en vertu du
théoreme de la limite monotone, que

‘ ®(x) admet une limite finie quand x tend vers +oc.
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. ™ 1
Partie IIL. 2. Montrer qu’il existe a,b € R tels que Yk > 1, / (at + bt?) cos(kt) dt = =k
Dans cette partie, A désigne la limite de ®(x) quand x tend vers +oo. On admettra 0
_ 1 n 2
que A=l o0y, 1/K. Soient k > 1 et a,b € R. En intégrant deux fois par parties, on a
1. Montrer que, pour tout t nombre réel et pour tout n entier naturel non nul, on a
.t . /2n+1 . ([t i sin(kt) 1™ T sin(kt
2sin () (con(t) + -+ cos(nn)) = sin (=5 =) —sin () / (at + b8%)coskt) dt = [(at + 022) 2" / (a-+ 20 220 o
2 2 2 0 k Jo o k
Soit ¢ € R. Démontrons la relation par récurrence sur n > 1 (on peut =0 (car sin(kw)=0)
également utiliser les nombres complexes mais cela oblige & mettre & part les cas —cos(kt) 1™ ™ —cos(kt)
ot t = 2k, k € 7). :—ﬂa+%o—7ﬁ—ﬁo+é 2p— St
Initialisation : Pour n = 1, la relation est vérifiée puisque (=1)(a + 2b7) — a sin(kt) 17
€X1+10 . U) 2 cos(t) s U) - k2 ’%[ k3 L
n|————t)—sin{=) =2cos(t)sin ( =
2 2 2 —
en vertu de la formule sinp — sin ¢ = 2 cos b —; d sin Z% _ (=1)*(a + 2bm) — a

2
Hérédité : Soit n > 1. Supposons la relation vérifiée au rang n et démontrons k

la au rang n+ 1. On a

2sin (%) (cos(t) + - -+ 4 cos(nt) + cos ((n + 1)t)) Dés lors,

= 2sin (g) (cos(t) + -+ cos(nt)) + 2sin (%) cos ((n+ 1)t)

B 1 —1)*(a +2br) —a
<Vk>1, /0 (at+bt2)cos(kt)dt:> = (Vk‘ZL (=D 2 ) =

2 1 t t
= sin ( n;— t) — sin (f) + 2sin <§> cos ((n + 1)t) par hyp. de réc.

2 { a+2br=0
Or, comme 2sinacosb = sin(a + b) 4 sin(a — b), on a —a=1
t 2 2 1 a=-—1
2sin(§>cos((n+1)t):sin( nJr?)t)fsin( nt t)» — - 1
donc 2m
. (T
2sin (5) (cos(t) + -+ - + cos(nt) + cos ((n + 1)t)) Donc
2
= sin ( nt 1t> —sin (E) + sin (271 + 3t) —sin <2n i 1t)
2 2 2 2 : - N
— sin (Qn; 3t> —sin (2)7 avec a = —1let b= 5. ona Vi > 1, /0 (at + bt?) cos(kt) dt = =k
ce qui prouve la relation au rang n + 1.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on peut affirmer que at + bt2
3. On considére la fonction g : [0;7] — R définie par Vt € [0;7], g(t) = Sn(t/2) et
t 2 1 t =
VieR, VYn>1, 2sin (5) (cos(t) + - -+ + cos(nt)) = sin ( n;— t) — sin (5) 9(0) = 2a.
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(a)

Montrer que la fonction g est continue sur [0;7].

La fonction g est de classe C*™ sur |0; 7] comme quotient de fonctions de
classe C*° sur cet intervalle dont le dénominateur ne s’annule pas. En particu-
lier, g est continue sur ]0; 7]. Reste & étudier la continuité en 0. On a

t t
at + bt? ~ at et sin (7) ~ =
0+ 2/ o+ 2

donc

ce qui prouve la continuité de g en 0. En définitive,

‘ g est continue sur [0; 7). ‘

Montrer que la fonction g est dérivable sur 10; | et donner ¢'(t) pour t € ]0;7].

Nous venons de justifier que g est de classe C* sur |0; 7] donc

‘ g est dérivable sur |0; 7). ‘

Pour tout ¢t € ]0; 7], on a

( n(t/2))"
donc
Vt € ]077-(] , g/(t) _ (2@ + 4bt) sm(t/Z) — (at ;, bt2) COS(t/2) .
2(sin(t/2))

Vérifier que ¢'(t) admet une limite finie quand t tend vers 0. En déduire que g
est de classe Ct sur [0;7].

On a
(2a + 4bt) sin(t/2) —

— (2a+ 4bt)( Yoot )) ~ (at + bt?) (1 ¥ o0t (t))
=bt* + Ot—0+ (t )s

(at + bt?) cos(t/2)

4. emtrer q poyr. oute fonction h de classe C' sur [0;7],
sml(; —|— dt tend vers 0 quand n tend vers +oco.
[0; 7
sin )

donc
(2a + 4bt) sin(t/2) — (at + bt?) cos(t/2) o bt
Par ailleurs, on a
2(sin(t/2))° .
o+ 2
Par suite, on a
bt?
") ~ = ~ 2
g()0+ t2/2 o+ 7
c’est-a~dire
li t) = 2b.
e

La fonction g étant continue sur [0; 7], de classe C* sur ]0; 7] et admettant une
limite finie (égale & 2b) en 0, on peut affirmer, en vertu du théoreme de la limite
de la dérivée, que

1
g est de classe C! sur [0;7] et ¢'(0) = 2b = —-
T

la suite

801t h e Par intégration par parties, on a
— 1/2)t)q= 4 — COS 1/2)t
/h (n+ cos((n+ /))] 7/ 0 cos ((n+ /))dt
0 n+1/2 0 0 n+1/2
4 3 1/2)t
- +/ w20 o,
n—|—1/2 n+1/2

(inégalité triangulaire)

‘/ cos n+1/2))dt'§/“h,(t)||COS((n+1/2)t)|dt
0

n+1/2 n+1/2
/ W (1))
<Y0

w12 car |cos ((n+1/2)t)| <1,

donc, puisque 0, on a, d’apres le théoreme des gendarmes,

cos ((n +1/2)t)

dt = 0.
n+1/2

lim R'(t)
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Par ailleurs, on a

lim 7}1(0) =
n—toon + 1/2

En combinant ces résultats, on obtient finalement que

/Oﬂh(t) sin ((n + ;)t) dt —— 0.

2
™
5. Déduire des questions précédentes que A = ra

Soit n>1. On a

n n

1 s
Z == Z/ (bt + at) cos(kt)dt  d’apres TI. 2.
= 7o

k=1

n

= / (bt? + at) Z cos(kt) dt
0

k=1

3

par linéarité de 'intégrale.

Or, d’apres la question III. 1., on a
sin((n+1/2)t) 1

vt € ]0;], k;cos(k@ T T osm(/2) 2

donc, pour tout ¢ € ]0; 7]

- 2 +at)sin ((n 24 4
(bt + at) 3 cos(kt) = (bt* + t2)Sin(§§2)+ 1/2)t) bt ;L t

k=1
1 ) 1 bt? 4 at
= Qg(t)81n((n+2)t) -

et ’on constate que cette relation est encore vraie en 0. Par suite, il vient

1 17 1 O
Zﬁ_#) g(t)81n<(n+2>t)dt—2/0 (bt? + at) dt.

k=1
Or b3 2 b3 2 2 2 2
g t at’1m T am T T T
bt tdt:{— 7} e T ™
/0 ( +a) 3 + 2 lo 3 2 6 2
donc ,
"1 1T . 1 -
7= 5/0 g(t) sin <(n+ 2>t> dt + 5

Comme g est une fonction de classe C* sur [0;7] d’apres la question II. 3.c), on
peut utiliser le résultat de la question II. 4. pour affirmer que

™ . 1
/0 g(t) Sin ((TL+ 2>t> dt m O,

donc

c’est-a-dire

Exercice 3
1. Si un endomorphisme f de R vérifie f(1) =0, alors

VreeR, fx)=f(la)=f(1)f(z)=0

Dans la suite : f # 0 donc f(1)#0

2. (a) f étant un morphisme de groupes :

On retrouve ceci avec f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = f(0) =0
Deméme: f(1) = f(1-1) = f(1) f(1) = (f(1))* = f(1) =0 = f(1) € {0,1}

Comme f(1) # 0, il reste fa)y=1
Enfin: f(2) = f(1+1)=f(1)+f(1)=1+1=2 F(2) =2

(b) Nous venons d’amorcer une récurrence : Montrons I’hérédité :
VneN, f(n)=n= f(n+1)=f(n)+f(1)=n+1

‘VnEN, f(n):n‘

(¢) — Sin est un entier négatif, alors —n € N = f(—n) = —n.
Comme 0= f(0) = f(n—n) = f(n)+ f(-n),
il vient f(n) = —f(-n)=—(—n)

= f(1) = flny) = [)f(G) = nf)

—V n € N 1
VneN, f(i)=1
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— Tout rationnel x s’écrit = X avec (n,m) € Z x N* (a) La définition de A montre que u est un majorant de A.
Onendéduit f(z)=f(nL)=fn)f(t)=nit =2 ‘ VzeQ, fa)kEa ‘ C’est le plus petit majorant de A puis que, pour tout réel ¢t < u , il existe
" " " un rationnel x vérifiant ¢t < x < u (Q est dense dans R). u = sup(A)
3. Tout réel x vérifie f(x-z)= f(z) f(z Ve eR, %) = )’
v N ) =@ (@) J@) (f( )) Un raisonnement tres proche montrerait que u = inf(B)

Comme tout réel positif « peut se mettre sous la forme z = t2,
nous avons f(z) = f(t?) = (f(t))2 >0

Enfin: Vz,yeR, 2 <y,enposant y—x=h>0
ilvient y=a+h = f(y) = f(x)+ f(h) = f(x)

—~—~
>0

4. weR-Q A:{mGQ—x<u} et B:{xe(@—u<x}.

JR4) C Ry

’ f est croissante‘

(b) Pour tout couple (z,y) € A x B nousavons z < u <y = f(z) < f(u)
(f est croissante) soit, puisque z et y sont rationnels

f(u) majore A = u=sup(A) < f(u)

(c) Finalement : {f(u) minore B = f(u) < inf(B) =u

} = f(u) = U (antisymétrie)

f est donc ’application identique




