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Devoir Maison 17 - Eléments de Correction

Exercice 1
1. Théoréme du rang : soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f € L(E, F)
alors rg(f) + dim(Ker (f)) = dim E
2. Définition d’un hyperplan : soit E un espace vectoriel de dimension n € N*. Un
hyperplan H est un sous-espace vectoriel de F de dimension n — 1.
¢:R[X] =R
3. Déterminer le noyau et l"image de lapplication ~
P P(0)

H(R,[X]) C R et ¥(P, Q) € Ry[X],¥(\, ) € R,
S(\P + 1Q) = (AP + 1Q)(0) = AP(0) + Q(0) = Ap(P) + 1(Q)

ainsi ¢ est une forme linéaire, elle n’est pas ’appllication nulle, donc son noyau
est un hyperplan.

PeKer ¢ < ¢(P)=0< P(0)=0

donc | Ker ¢ = {P € R, [X], P(0) = 0} = Vect(X, X?,...,X")

D’apres le théoréeme du rang, dimIm ¢ =1 or Im ¢ C R alors

6
k
4. Soit P = X% — 1. Factoriser P dans C[X] et en déduire H sin 77T
k=1
Les racines de P sont les racines septiémes de I'unité, i.e {e@ .k € [0;6]} donc

2ikn

6
P=J[x-e7)
k=0

6 6
Par ailleurs 1 — X7 = (1 —X)ZXk = ZXk = H(X — e#)
k=0 k=0 k=1
6 6 o
2ikm ik
En remplagant X par 1 il vient : 7 = H(l —e 7 )= H e 7 (—2isin—) =
7
k=1 k=1
6 6 -
206 TT % TT sin o7
ST TLain®
k=1 k=1
8
i— k
or lglem77r =e 7; = —1 donc 6 sink—w—l
B B 7 64
k=1 k=1

Exercice 2
Soit m € R. Dans E = R* on considere I"endomorphisme f défini par V(z,y, z,t) € R*

flzyy,2,t) = Be+y—2z—3t,2x+2y — 2z —3t,2c+y — 3t,2x + y — 2 + mt)

1. Soit B = (e1, €2, €3, e4) la base canonique de R*.

f(el) = (3725272) f(€2) = (17271a1) f(eg) = (_17_1707_1> f(€4) =
(—3,-3,-3,m) donc
3 1 -1 =3
. . 4 2 2 -1 -3
la matrice de f dans la base canonique de R* est | A = 9 1 0 -3
21 -1 m
3 0 0 0
2 4 -1 -1
21 -1 m+2
30 0 0 3 0 0 0
2 4 0 0 _ 2 4 0 0
Bla 1 9 3 | ®l21 9 0
21 -3 4m+9 2 1 -3 12m+24
Conclusion : ‘Si m = —2 alors rg(f) = 3 sinon rg(f) = 4‘
3. On pose u1 = (3,2,2,2) wuz =(0,4,1,1) wu3z=(0,0,3,—1) wuqs=1(0,0,0,m + 2).
e Sim = —2, la famille (u1,us,us) est libre, génératrice de Im ¢ d’apres le calcul

précédent donc
forme une base de Im (.

D’apres le théoreme du rang , dimIm ¢ + dimKer ¢ = dimR*

dimKer p =1

3zr+y—2—-3t=0

20 +2y—2—-3t=0
20 4+y—3t=0

2e+y—2—-2t=0

u = (z,y,2,t) € Ker p & ¢(u) = Ops <

204+y—2z—2t=0

Z:iig Sr=y=z=t
y—2z2=0

donc | Ker ¢ = Vect((1,1,1,1)) ‘ dans la suite on pose us = (1,1,1,1)
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e Sim # —2, la famille (u1,us, us, uyq) est libre, génératrice de Im ¢ d’apres le
calcul précédent donc forme une base de Im .

D’apreés le théoreme du rang , dimIm ¢ + dimKer ¢ = dimR* =
dim Ker ¢ = 0 alors ‘ Ker ¢ = {(0,0,0,0)} ‘

4. e Sim # —2 alors Ker ¢ = {(0,0,0,0)} = f est injective. Or f € L(R?) alors il
y a équivalence avec
f est surjective et donc f est bijective.
e Si m = —2 alors Ker ¢ # {(0,0,0,0)} = f n’est pas injective. Or f € L(R?)
alors il y a équivalence avec

f n’est pas surjective et donc f n’est pas bijective.

5. Dans la suite on pose m = —2
u:(x,y,z,t)GIm(f)ﬁKer(f)<:>E|(a,b,c,d)€R4,u:av1+bv2+cvgzdv5
3a=d
4 2a+4b=d

< J(a,b,c,d) € R, 9% + b+ 3¢ —d

2a+b—c=d
d
a=2
b—d
< (a,b,c,d) € RY, 12
= 12
—d
1

Sa=b=c=d=0
Conclusion : | Im (f) N Ker (f) = {(0,0,0,0} |

6. D’apres la formule de Grassmann, dim(Im f + dimKer f) = 4 = dim(Im f) +
dim Ker (f) — dim(Im f NKer f) = 4 = dimR* or Im f + dimKer f C R* donc
Im f + dimKer f = R%.

Comme Im (f)NKer (f) = {(0,0,0,0} alors‘ Im (f) et Ker (f) sont supplémentaires ‘

2r+y—2—-3t=0
2e+y—2—-3t=0
2xr4+y—2—-3t=0
2xr4+y—2—-3t=0
On trouve donc I’équation d’un hyperplan.

7. u=(x,y,21) € Ker (f — Id) & S 4+y—2—-3t=0

Concusion : ‘Ker (f — Idga) est un hyperplan ‘

8. Soit B = (v1,v9,v3,v4) avec v; = (3;2;2;2) wo = (0;4;1;1) vy =

(0;0;3;-1) wa=(L;1;1;1)
on retrouve les vecteurs w1, ug, us, us définis précédemment. Or ils forment une

base de Im f + Ker f donc de R* d’apres la question précédente. Ainsi B’ est une
base de R* et ecrire la matrice de f dans cette base.

De plus en effectuant les calculs f(v1) = v1  f(va) = va  f(vz) = vz puis
f(vg) = v4 car vg € Ker f

1 000

o 01 00
Ainsi | Mp (f) = 00 1 0
0 0 0O




