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Devoir Maison 16 - Eléments de Correction

Exercice 1

Partie A
1. Chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, la variable X} suit la loi
1
uniforme sur [1,n]. Et donc : E(Xj) = n—2|- .

2. (a) Si la premiere boule tirée est la boule numéro n, on a T;, = 1.
Comme S, = > | X; > n, la variable T,, ne peut pas prendre de valeur
>
strictement supérieure a n.
Enfin, toute valeur intermédiaire est possible :
tirages

si k € [2,n], alors la suite de

k-éme tirage

—_——~
1,1,...,1 ,(n—k+1) (par exemple)
—_——

(k—1) premiers tirages
donne T;, = k (puisque Sx_1 =k —1 <n et S =n).

La seule possibilité pour avoir S; > n est de tirer la boule numéro n au premier
tirage (et on aura alors en fait S} = n) :

(T =1) = (X1 =n)
Puisque X suit la loi uniforme sur [1,n]
1
B(T, =1) = .
(c) L'événement (T, = n) est égal a :
>n—1

>1

~~ ——
(Sno1 <n—1)N (S, > n) ( X1+ +Xp1 <n—1) N (S, >n)

donc égalité partout

Xi=1)n---N(Xp1=1)N (S, >n)

= (X1 =DM (Ko = 1) N (X 4o+ X,

= Xy =1)N N (X =10 (X >1)
——
toujours vrai

Par indépendance de X7, ..., X,,—1 (les tirages sont avec remise) :

1 1 1\"!
]P’(Tn:n):x--~x:<> .
n n n
3. D’apres la question 2 :
1 N1
TQ(Q) = {172} 3 P(TQ = 1) = = y P(TQ = 2) = = = =
2 2 2
4. D’apres la question 2 :
1 1\*"' 1
T5(9) ={1,2,3} ; P(T?):l):g ;o P(Ty=3) = 3 =9
Et par conséquent :
1 1 5
Pl3=2)=1—-—=-=—.
(T3 =2) 37909
Calculons 'espérance de T3 :
1 ) 1 16
ET3)=1X-4+2Xx =-4+3x - = —.
(o) =1xgH2xgadxg =7

Partie B

1. Comme déja précisé en partie A pour S, et S,,_1, la variable S} vaut au minimum
k et ceci se produit lorsque les k premiers tirages ont donné la boule numéro 1.
Elle vaut au maximum n X k, situation qui se produit lorsque l'on tire k fois la
boule numéro n.

Ceci prouve l'inclusion :

On peut supposer que le correcteur se contentera de cette réponse, l’égalité étant
un peu difficile a prouver. On peut par exemple procéder par récurrence sur k > 1
pour prowver linclusion réciproque : Vk > 1, [k,nk] C Sk(£2).
— Initialisation : Pour tout i € [1,n], si le premier tirage donne la boule numéro
i, alors 81 = X1 =i ; donc : [1,n] C S1(2).
— Hérédité : Supposons pour un entier k € N* fizé que [k, nk] C Sk(Q) et prouvons
que [+ 1,n(k+1)] C Sk+1(Q). Soiti e [k+1,n(k+1)] :
— Sii < kn, alors i — 1 € [k,nk], donc par hypothése de récurrence, il existe
une suite de k tirages r1,...,xy telle que Sy =1+ -+ x =17 — 1.
La suite de (k + 1) tirages x1,...,x, 1 donne Skr1 = 1.
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— Sii > kn+ 1, alors, par hypothése de récurrence, il existe une suite de k
tirages 1, ...,y telle que Sy = x1 + -+ + zp = kn.
La suite de (k4 1) tirages x1,...,2%,i —kn (on a bien 1 <i—kn <n car
kn+1<i<kn+n)donne Sgr1 =x1+---+ap+i—kn=nk+i—kn=1.

2. (a) On a immédiatement :

Sk_H:X1+...+Xk—|—Xk+1=Sk+Xk+1-

(b) Soit i € [k + 1,n]. La formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements {(Sk = j)} e[k nk) donne :

P(Sps1 =i) = ZP((S’““ =i) N (Sk = 7))
nk
= ZP((Sk + X1 = 1) N (Sk = 7))
=k

nk
— ZP((Xk+1 =i—7)N(Sk :]))
=k

L’événement (X1 = i—j) étant impossible si i —j & [1,n], on peut ne conser-
ver dans cette somme que les termes tels que 1 < i — j < n, c’est-a -dire (la
deuxieéme des inégalités précédentes étant réalisée car ¢ < n) tels que 7 <i— 1,
les autres termes étant nuls. Puisque ¢ — 1 < nk (car i <netk>1),ona:

1—1

= P((Xps1 =i —35) N (Sk =)

Jj=k

]P)(Sk+1 = Z)

Enfin, les variables Xj,..., Xk, X1 étant indépendantes, on obtient
I'indépendance des deux variables S, = X7 + -+ + X et Xpy1-
D’oti avec la question 1. (X1 suit la loi uniforme sur [1,n])

i—1 i—1
. . . 1
P(Sk+1 = ’L) = E P(Xk+1 =1 —_]) X]P(Sk :j) = E E P(Sk = j)
— — ;
j=k =k

SI=

3. (a) La formule du triangle de Pascal s’écrit, pour k,j € N* :

() ()= 0)

(b) Soit k € N*. Prouvons par récurrence sur i que :

ji—1 i—1
Vi>k+1, .
3 ()= ()
— Initialisation : pour 7 = k + 1, la somme ne comporte qu’un seul terme :
E—1 E
(k=) =1=()- _ . 4
— Hérédité : Supposons, pour un entier i > k + 1 fixé que Z;;i (ij) = (121)
et prouvons la formule pour ¢ + 1 :

S s () S (Y (!
S-S0 -SE)()-

Par hypothése de récurrence et avec la formule de Pascal :

(602

La formule est ainsi prouvée pour ¢ + 1.
(¢) — Initialisation : H; s’écrit

Vi € [[l,n]], P(Sl = Z) =

Comme S; = X1 — U([1,n]) d’apres la question 1., ceci est vrai.
— Hérédité : Supposons Hy, vraie pour un entier k € [1,n — 1] fixé.
Soit i € [k + 1,n]. D’apres 6.(b) et par hypotheése de récurrence :

11 (-1 — (i1
(S =) = ZP =Y w0y w2 (1)

j=k j=k
Et donc, d’apres la question 7.(b) :

. 1 71— 1 1 1 —1
P(Sk41 =1) = nk+1< k ) = kL ((kJrl)l)'

On a ainsi prouvé Hy41.
4. (a) L’événement (T,, > k) signifie que la somme des numéros des boules obtenues
est pour la premiere fois supérieure ou égale a n lors du tirage numéro £ avec
{ > k, autrement dit que lors du tirage numéro k, la somme des numéros des
boules obtenues est strictement inférieure (négation de < supérieure ou égale >)
an, c’est-a -dire (S, <n) = (Sp <n-—1):

(T, >k)=(Sx <n-—1).
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(b) En écrivant, avec une union d’événements incompatibles :

n—1

U (S =)

i=1

(Tn>k):(5k§n—l):

on obtient, avec 7.(c) puis 7.(b) :
Z B(S

(Tn(Q) =

n—1

P(T, > k)
=1

5. La variable aléatoire T,
espérance et :

E(T,) = zn: k P(T, = k).
k=1

En écrivant, pour tout k € [1,n],

P(T, =k)=P(T, > k—1) - P(T, > k)
on obtient :
E(T,) = Zn:k(IP(Tn >k—1)—P(T, > k))
k=1
= ik ]P’(Tn>kz—1)—ik P(T,, > k)
k=1 k=1

(k=1+1)P(T, >k—1)—

> kBT, > k)
k=1

(k—=1) P(T,>k—1)+> P(T,>k-1)
T ]
pour k=1

o =
- 10
- —

™

(V)

(k=1 P(Ty>k-1)+Y P(T,>k—1)—
k=1

el

1= (i) = ()

[1,n]) étant finie, elle admet en effet une

n

-2

P(T,, > k)

> k)

Z P(T,

Avec le changement d’indice ¢ = k — 1 dans les deux premiéres sommes :

n—1 n

n—1
=> (P(T, > 1)
(=1

=0 k=1

+Y BT, > 0) =Y kP(T, > k) =

n—1

> (T, > 0).

£=0

Avec la question 8.(b), on a donc :

s Ea () -E O @ -G

k=0

par la formule du bina “'me de Newton

6. On va déterminer la limite de E(7,
< forme exponentielle > :

E(T,) = exp ((n ~1)In (le + 1))

Avec I'équivalent classique In(1 4w, )~ — 4+ 00ty lorsque u est une suite qui converge
vers 0 (ici u, = 1/n tend vers 0) :

) en écrivant Pexpression trouvée ci-dessus sous

n—-+oo n

1 1 1
(nl)ln<n+1> ~ (nfl)x—zl—ﬁﬂn_,_,_oo 1.

Par continuité de I'exponentielle :
E(T,) —n—+00 €xp(l) =e.

Exercice 2
Conselils

Partie IT
9)  On justifiera que |u,| = foﬂ % dt , puis on utilisera le changement de variable
t = s+ nm . Il sera alors possible d’étudier le signe de |u,11| — |un| , et de majorer

[t ] -

10)  On exprimera F(2 (n+1)7) — F(2nm) en fonction de |ug,t1| et |ug,| afin
d’exploiter le résultat précédent.
11) et 12)

13)

Utiliser la conclusion de la question 10).

Mathématiquement classique mais plus délicate. Il vaut mieux chercher les points
de la partie suivante.

partie IIT (Il faut traiter cette partie qui est indépendante)

16)  Utiliser le lien évident entre sin™*?) et sin(™)
17)

19)

Montrer toutes les propriétés en une seule récurrence.

U et V ont beaucoup de zéros évidents.
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20)  Suivre I’énoncé puis exploiter le résultat précédent.
22) Ily a plusieurs points & démontrer (lesquels?).  On justifiera que ® conserve le
degré pour montrer I'injection de ® (et de ®P,,). Le reste en découle.
23) P, est solution de &,. On la cherchera sous la forme P, =Y ;_,ax X* (par
identification).
Correction
Partie I
. sinzx . - N -
1. On a lim = 1. Par suite, ‘ avec £ =1, f est continue a droite en 0
z—0t T
2. Les fonctions z — % est le quotient de deux fonctions de classe C! sur R, et le
dénominateur ne s’annule pas sur R} donc  f est de classe C L sur R%
De plus, pour tout = > 0, f/(z)= Leosisin
Au voisinage de 0 :  f'(z) = -5 (x (1- ”2—2 +o0(z?)) — (z — %3 + 0(963))) =
~5 +o(a)
f continue sur [0, +o00[ 1
. ! . lass .
Par conséquent, f de classe C! sur |0, +o0[ p = festdec ab/se C" sur [0, +op]
: / f'(0)=0
limg, f'=0
3. Soit p:x — wcosx —sinz. @ est dérivable sur R et ¢'(z) = —z sinz .
Sur I, = [n7, (n+1)m], ¢ est continue et strictement monotone donc établit
une bijection de I,, dans ¢(I,,) qui est un intervalle .
Or p(nm)e((n+1)7) = —n(n+1)72 <0 montre que 0 € p(I,) (c’est une
valeur intermédiaire). ‘ il existe un unique réel z,, dans I, tel que (z,) =0 ‘
4. Pour tout n > 1, ona nm <z, <nr+m dott 1< 2 <1+ 1.
Le théoréme des pincements prouve alors que limy, o 72 =1 donc
5. Pour tout z, f/(z) est du signe de p(z).
— sur Iy : ¢ est décroissante et ¢(0) =0. Donc ‘ f est décroissante sur I ‘

— sur I, avecn > 1: ¢ est décroissante et s’annule en xo, .

2n+ 1)
\ 0

‘ 2nm

1o

T2n

Donc sur Iy, (n > 1)

/

10.

. Pour tout n, f garde un signe constant sur I,,. Par suite, |u,|= [

— sur I, 1 avecn € N:  p est croissante et s’annule en x9y,41 .

Donc sur I,41

(2n + 2)w
N 0

| 2n+ D)x

xz Tan41
f1o0

pY

La courbe représentative de f coupe l’axe des abscisses aux points d’abscisse
nm, avec n entier n > 1.

1.

1 T3
| R
M T4
T 27 T2 3 47

Partie I1

La fonction f est continue sur R, donc admet des primitives sur cet intervalle :

‘ F' est la primitive qui s’annule en 0‘

. Pour tout entier n nous avons nw < (n+ 1)7 . De plus :

— Vtely: f(t)=20 donc
— Vten: f(t)<0 donc

n+1)7 |sint
() [sint] 3y e
nm t

qui donne en faisant le changement de variable t =s+n7 : |u,| = fow Li’;l;l ds .
Ainsi |upi1| — Jun| = =7 ) % ds <0 ‘ (Jun|) est décroissante‘
De plus Voo > 1, |ufl < ;L [[|sins|ds. Par pincements

‘ lim, 4 oo |tn| =0 ‘

Pour tout entier n nous avons :
— F((2n+2)7) — F(2nm)

= (F(2n+2)7) — F(2n+1)7)) + (F((2n+ 1)7) — F(2nT))

= Ugpt1 + U2 = —|Ugni1|+ |uen| =0  d’aprés la question précédente.
— Deméme F((2n+3)7) —F((2n+1)7) = usnt2 +Uont1 = |[uonta| —|ugnt1| < 0.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

— Enfin : limy, 4o (F(2n7m) — F((2n +1)7)) = limy 400 U2, = 0. comme sin(™(z) = —sin™*?(z) , on obtient :
Les suites (F(2n)) et (F((2n + 1)7)) sont adjacentes S () Pt () sin™ ) (2) + Qppr () sin™*? ()
xn+2
Il en résulte que (F(2nm)) et (F((2n + 1)7)) convergent vers une méme limite .
: : Poi1(X)=XP,(X)+ XQL(X)— (n+1)Qn(X)
Cela implique que F(nm)) converge vers p avec n+tl n n n
() Qur(X) = X Qu(X) ~ X PL(X) + (n + DPu(X)
De pl i o F(2 <pu < F((2 1 . s . . .
© P, .pour fout entier n on a (2nm) < (2n + D)) 17. Soit ‘H,, la propriété : ” P, de degré n de coefficient dominant 1,
ce qui donne pour n =0 F(0) < pu < F(m). Q., de degré n — 1 de coefficient dominant n,
=0 P, et Q,, a coeflicients entiers ”
Comme f est décroissante sur [0, 7], ona: F(r) = [/ f(t)dt < [; f(0) dt <. o 7, est vraie.
e e Supposons H,, vraie.
Finalement e Alors P,, Q,, P! et Q! sont & coeflicients entiers donc P, 1 et Q41 aussi.
SHS De plus X P, est de degré n + 1 de coefficient dominant 1 et XQ/ et Q,
L’idée est d’encadrer z > 7 par deux multiples consécutifs de 7 : sont de degré strictement inférieur a n + 1 donc P41 est de degré n 4+ 1 de
2 coefficient dominant 1.
nt<z<(nt+l)men< Tt len=E(3) Enfin X Q,, X P/, et (n + 1)P, sont de degré n de coefficients dominants
En notant n, cette partie entiere, on a done ny 7 < 2 < ny T+ 7 et respectifs n, n et n + 1 donc @Qp41 est degré n de coeflicient dominant n + 1.
. Donc H,,41 est vraie.
P() — F(nm)| < /T | sint| gt < 1 /("%"|r )™ (sint] dt < 1 /7r | sint] dt On démontre de maniére analogue que pour tout entier p, Py, est pair et ()2, est
mer t et S ter o impair et P est impair et Q est pair P a la parité de n
Comme lim, ooy = +00, 0n a lim, 1o |F(x) — F(n,m)| =0, et compte- P p+l P 2p+l pair. Q, ala parité de n + 1
tenu de la limite de la suite (F(nm)), on obtient : ‘ lim, 400 F(2) =1 ‘
18. OnaPy=XPy+ X Qb —3Q, soit | Py=X°—6X |
Partie III et Qs=XQs— XPL+3P soit | Qs=3X2-¢ |
Le calcul donne g (x) = — 2? sm(m)*“:g““* sin(z) 19. Puisque, pour tout > 0, on a U(zx) sin(z) + V(z) cos(z) =0 :
— pour tout entier k # 0, avec z =2kn: VEkeN* V(2km)=0
Php=1 P=X Py=X2-2 — pour tout entier k # 0, avec x = 5 + 2k : VkeN*,U(ngZlmr):O
On obtient immédiatement Qo=0 Q=1 0 = 2X
o ' i U et V admettent une infinité de racines donc ‘ U=V =0 (polynéme nul) ‘
En dérivant la relation donnée par I'énoncé, on a pour tout z >0 : 20. En dérivant n + 1 fois I’égalité = g(x) = sinx , on obtient pour tout = > 0,
n+1 n o (n+1
TR 1C) sin™ (z) + Py (2) sin™V () + Q. (2) sin™* D (@) + Qn () sih ™+ () 2g" (@) + (n+1) g™ (2) = sin™ ) (2)
antl d’ott en reportant les formules donnant g(™ (z) et g+ (x) :
P, (z)sin'™ () + Qn(z) sin™ Y (z)

_(n+ 1) Tnte

(Pusa(®) + (04 D@Qu(a) — ") sin™ (@) + (0 4+ 1) Pa(e) ~ Quyr () sin™ () = 0
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Puisque, & n fixé, P'une des expressions sin" ™1 (z) ou sin™ (z) vaut + sin(x) — Celadonne : b, =1, by_a=—n(n—1), bp_g =n(n—1)(n—2)(n — 3),
tandis que l'autre vaut +cosz, on peut appliquer le résultat de la question et, par une récurrence évidente : ¥V k € [1,p]  bp_o = (—1)* (71—7172'16)'
précédente et on a donc : — etdeméme: b,_1 =0, b,_3 =0 et, dans les mémes conditions : bn_2k+1 =0.
_ n+1
[Pra(0) + (0 + 1 Qu(X) = X" (n+1) PalX) = Quaa(X) = 0| Finalement, avee p =  (3) P = Sy oty X7

21. En reportant Qpn41(X) =
ona X (QR(X) -

Des formules P, 1(X)+ (n+1)Qn(X) = X" *!
Pr1(X) = X Pp(X) + X Q1 (X) — (n+1) Qu(X)
on tire I’égalité suivante
XM= (n+1) Qu(X) = X P (X) + X Q1 (X) — (n
& X"=P,.(X)+QL(X)
dans laquelle @, = P!, = Q! = P! . P, est solution de ‘ En: Yy +y=2a" ‘

(n+1)P,(X) dans la définition de Q1 (question 16),
P;L(X)> =0, ce qui donne (par intégrité) ‘ Q.(X)=P(X) ‘

n

(question 20)
(question 16)

+1) Qn(X)

( par régularité)

22. L’application ® : T +— T +T" est visiblement un endomorphisme de R[X].
Si T est un polynéme non nul, alors 7'+ 7" est un polynome de méme degré
(somme de deux polynomes de degrés différents). Ceci montre que :
— @ induit un endomorphisme ®,, sur R, [X].
— ® est injective (donc ®,, aussi) car T # 0 = P(T) # 0 d’ou Ker ® = {0}
— Donc @, est bijective (endomorphisme injectif de R,,[X] de dimension finie).
CONCLUSION

®,, est un automorphisme de R, [X] ‘

Nous savons déja que ® est injective.
Elle est également surjective puisque, si () est un polynome quelconque, il existe
un entier n tel que @ € R,[X]. Comme ®,, est bijective, @ admet un antécédent

P par ®,,. P est un antécédent de () par . ‘ ® est un automorphisme de R[X] ‘
23. Cherchons P, = Ek o b X* qu1 soit solution de £,. On a
P,+P! Zka’wer — 1) by, XF2
n n—2
D b X+ (k4 2)(k + 1) by X
k=0 k=0

n—2
= b X" +b, X"+ Z (bk +(k+2)(k+ 1)bk+2)X’“ = X"

k=0
Par suite b, =1, b,—1 = 0 et pour tout k <n —2, by = —(k+2)(k+ 1) bgyo.

24. Les équations différentielles &£, sont linéaires. Les solutions sont la somme d’une
solution particuliere de cette équation (P, en est une), et de la solution générale
dey” +y=0.

L’équation caractéristique t?> +1 =0 admet +i pour solutions, d’ou les solu-
tions de &,

‘ x +— P,(x) + A cos(z) + B sin(z), (A,B) € R? ‘

Exercice 3
Partie -I-

. a b d
si A= (c d> alors o(A) = <—c

1. 0: M3(C) — M3 (C) est visiblement linéaire et involutive :

_ab> et T(A)=a+d (latrace)

a'=d

. . . b’ = —b

— son expression analytique dans la base canonique de M2 (C) est o — ¢
d' =a

a b o d —b o a b 2
— <c d) — (—c a) — (c d) donc o “ = Id g, ()

’ o est une symétrie

Nous savons que M3z (C) est un C-espace vectoriellﬂ de dimension 4. Pour mon-
trer que (I,J,K,L) en est une base, il suffit de montrer que cette famille est

libre.
ST oI +BJ+~vK+06L=0 (matrice nulle), alors
a—10=0
a—16 —B+iv) _ a+id=0 .
(ﬂJriy a+i5>_0© —B+4+iy=0 Ca=f=y=0=0
B+iy=0

‘ (I, J,K,L) est une base du C-espace vectoriel Ms(C) ‘

1. Attention : dans la partie II, cet ensemble est considéré comme un R-espace vectoriel. 11 est alors de dimension 8.
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Pour obtenir la matrice de o relativement a cette base, il suffit d’en calculer les _fa b d b\ _ [(a+d 0 _ 10
. e e A+o(A) = + = =(a+d)
images. On obtient immédiatement o(I) =1, o(J) =J,, o(K)=—-K, o(L) = -1 c d —c a 0 a+d 01
1 0 0 o0 Ainsi : (Y AEM(C): o(A)=—A+7(A) T |
donc la matrice de o relativement & (I, J, K, L) est 8 _01 _01 8
0 0 0 -1 Partie -11I-
M(z1,22) = ] et H={M(z1,2) — (21,22) € C?}
2. ABEMQ( ) 1,%2) — 29 Z—l - 1, %2 1,#2
(a) Vérifions que (A B) = O'(A par un calcul matriciel : 4.(a) Ennotant zy = a1 +iy1, 20 =22 +iy2, (T1,41,22,y2 € R), nous avons
avec A = (Z d) et B = ( ,) nous avons M(z1,20) = (;; I 23; _;12——'_2‘1;12
~ f(aa’+bc" ab’+bd’ (b +dd"  —ab’ —bd’ _ 10 0 -1 i 0 0 ¢
AB_(ca "+de’ b’ +dd’> = (4 (—ca’—dc’ aa’—i—bc’) - <0 1)—}—302 (1 O>+y1 (0 —i)+y2 (z 0)
N o(B) — d (b +dd"  —ab’ —bd’ = i l+mJ—-y1 L+y K
o(4)o(B) = —ca' —dc’  aa’ +bc’ d’ou I'existence de la décomposition indiquée.
— L’unicité de cette décomposition vient du fait que la fa-
V A BEMy(C) o(AB)=0a(B)o(4) ‘ mille (I,J,K,L) est librelﬂ dans le R-espace vectoriel My(C).
(b) Avec les mémes notations, calculons le produit A o(A) : En effet, nous savons déja que, pour tous complexes «,f,7,9,

d

—C

0
ad — b

() ()= ("

(c) Si A est inversible, alors il existe une matrice inverse B telle que AB =1
(VoirE[).

Comme o(I) = I, en utilisant le résultat de la question 2-a il vient

0(AB)=0(I) = o(B)a(A) =1 = o(B) = (¢(4))

A inversible = o(A) inversible et o(A~1)

c) — (ad — be) <(1) (1))

| ¥ A€ My(C) Ao(A)=Det(4) 1 |

-1

(o(4)) "

3. (a) La linéarité de 7 : <LCL Z) — a+d est immédiate.

T : M3(C) — C est donc bien une‘ forme linéaire du C-espace vectoriel M

(©) |

a b

(b) Pour A= (c d) € M5(C) nous avons

2. On rappelle que pour les matrices il est inutile de vérifier quad AB=BA=1
3. Mais ce n’est pas une base du R-espace vectoriel M2(C) qui est de dimension 8.

al+BJ+vyK+0L=0=a=0=v=6=0.
Cette implication est donc forcément vraie quand «,53,y et § sont réels.

\VMeH, I (o, 8,7,0) ER* M=al+BJ+yK+6L \

Nous avons donc H C Vect(I,J, K, L) (espace vectoriel engendré par cette fa-
mille).

Pour obtenir 'égalité, il suffit de vérifier que I,J, K et L appartiennent
a H, ce qui est vrai puisque I = M(1,0), J=M(0,-1), K = M(0,i) et
L=M(-i,0).

H est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel Mo (C)
de dimension 4, de base (I,J, K, L)

(¢) On peut vérifier la stabilité par un calcul direct (qui se révele assez rapide) :

— I A
rory R T2 21 T R2
M(Zl,ZQ)M(Zl,ZQ)—(ZQ 21) <2/2 le)

—(z125 + 7 21)

_ (=mzl— Zazh
—zazh + 71 2}

! —_— /! !/ - /!
- =M(z12] — Z22b,2221 + Z1 25)
29z + Z1 29
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‘ H est stable pour le produit matriciel

On pouvait également se contenter de vérifier que les produits deux a deux
des matrices I, J, K, L sont des éléments de H. On dresse alors la table de mul-
tiplication suivante :

(<[ I[J[K] L]
T[] J K] L
T T =1L [-K
K| K|[-L|[-T]| J
LI L[ K |—J| I

Montrons que H est une sous-algebre de la R-algebre My (C).
H est déja un sous-espace vectoriel, stable pour le produit.
Il reste & vérifier que I’élément unité I appartient & H, ce qui est évident.
Enfin, la table précédente montre que JK # K J .

‘ H est une R-algebre non commutative‘

R+ |

5.(a) si A=M(z1,22) = (zl _ZQ> € H alors 0(A) = ( “1 22> = M(zZ1,—2)
29 21 —%2 2
et Det(A) =277 + 2% = |a>+ |2 | VA€ H, o(A) € H et Det(4) €|
€R+
(b) Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non
nul. D’apres le calcul précédent, le déterminant de toute matrice

A= M(z1,22) € H n'est nul quesi [21]? + |22/ =0, soit si 27 = 22 =0, c’est-
a-dire si A= M(0,0)=0.

’ toute matrice non nulle de H est inversible ‘

D’apres P'égalité Ao(A) = Det(A) I, nous avons A (ﬁ(m O’(A)) =1

0AAcH = A= L

donc Bet(A)

o(A)

H est stable pour le produit matriciel et My(C) étant integre, nous avons

A#0et B#£0 = AB#0 ce qui prouve que H\{0} est stable pour le
produit.

De plus la matrice unité I est un élément de H\{0} .
Enfin, la question précédente prouve que tout élément de H\{0} admet un
inverse dans H\{0}

d’ou (H\O, ><) est un groupe

6. Soit deux entiers naturels sommes de quatre carrés :

p=a?+b+E+d, p'=a?+0%+c?+d"?, a,b,e,da’ b ¢’ d €N

p =la+ib?+|c+id|? :Det<M(a+ib,c+id)>
S—— Y~
En remarquant que - -
d d p' =la’"+ib |2+’ +id'|? :Det<M(a’+ib’,c’+id’
——— | N —

nous avons

pq

Det (M(zl,zz)) Det (M(z’l,z’z)) = Det (M(zl,zz) M(z&,zé))
Det (M(zlz’l — Zaz2h, 202 + 712*’2)) = Det (M(Zl,Zg))

ou Z1=A+iB et Z2=C+1iD avec A,B,C,D €Z.

Ainsi : pq=|A|2+|B|?+|C|?+|D|? est somme de quatre carrés d’entiers

naturels

d’ou la propriété annoncée

Partie -I11-

(A|B)= 57(/10(3) + BJ(A))
Remarque : dans la suite, nous utiliserons la propriété 7(I)) =2 et 7(AI) =2\.

7.(a) A et B appartiennent & H donc o(A) et o(B) aussi. De plus, o est involutive
et vérifie 2-b donc nous avons (Ao (B)) =o(0(B))o(A) = Bo(A).
Ainsi, en notant M = Ao (B) nous avons :

(A|B)==71(M+ao(M))

=—-7

4 (T(M) d )

1
4

Or, M = M(z1,22) € H donc 7(M) =2+ %1 €R

(b) En utilisant le calcul précédent, nous avons
(A[A)=357(40(4)

(A|A)=Det(A)

(¢) L’application (A, B) — ( A ‘ B ) est une application de H? vers R.
— Elle est symétrique (puisque Ao (B)+ Bo(A) = Bo(A)+ Ac(B)).
— La linéarité par rapport a A découle de la linéarité de 7 et de o :
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(A+XA"|B) =

=

T((A—i—)\A')cr(B) + o(A+ A" B)
——

=g (A)+Ac(A)

7(Ac(B) + AA'o(B) + o(A)B + /\a(A’)B)
B)

7(4o(B) +o(A)B) + %(AA '7(B) + Ao(A")B)
A|B)Y+A(A'|B)
La symétrie donne la linéarité par rapport a B.
— Nous avons vuque ( A | A ) =Det(A) et si A€ H, Det(4) € RT
donc Det(A,A) > 0.
— Enfin, avec les mémes notations :
( A ‘ A ):O = Det(A)ZO = |21|2—|—|2’2‘2:0 = 21=2=0= A

(-

8. (I,J,K,L) est une base de H. Pour vérifier qu'elle est orthonormée, il suffit de
calculer les quatre carrés scalaires et les 6 produits scalaires. On peut utiliser la
table de multiplication précédente (avec o(I) =1, o(j)=—J, o(K)=—-K et
o(L)=-L).

— (I|I)=37I+D)=1 et (J]|J)=37(-2J%)=172])=
K)=ir(2K)=17@2)=1 et (
1

N N

) est un produit scalaire sur H

9. F={AcH — 7(A) =0}

=0

(a) 7 étant une forme linéaire non nulle sur H, son noyau est un hyperplan de H.

CONCLUSION F' est un hyperplan de H

Caractérisons les matrices de F' :
A=M(z1,20) e F&17(A) =021+ 71 € F& 2 €1R
Ainsi, avec 21 =ib, 20 =c+1id, byc,d € R

_( b —c+id\ _
A_<c+id )- bL+cJ+dK

—ib

’ une base de F est (J, K, L) ‘

(b) Comme (I, J,K,L ) est une base orthonormée de H,
————

base de F

il est immédiat que H* = Vect(I) ‘

(c) Soitlevecteur A= al +bJ+cK+dL € H .Saprojection orthogonale sur
~ @ Y—

€F+L =B EF
Festdonc mn(A)=B=bJ+cK+dL=A—-al.

Notons que B+o(B)=7(B)I=0 (car BeF=XKer(r)), donc
o(B)=—-B.
o A =al+B _
Par linéarité : { o(A) —ao(l)+o(B) —al—B = A+0(A)=2al

Finalement : B=A—al=A—1(A+0(A4)) soit

5 (A - cr(A))

Note :

base et direction, donc Id4+o =27

ce résultat est naturel puisquer et o sont les projections et la symétrie de méme



