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Devoir Maison 14
Pour le lundi 24 mars 2025

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans 'appréciation des copies. Les étudiants doivent
encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

Exercice 1
E  désigne l'espace vectoriel des fonctions dérivables sur R, F' le sous-espace vectoriel engendré par
B = {sin, cos,sh,ch}.

Montrer que B est une base de F.

Exercice 2

PARTIE I : Calcul matriciel

On considere les trois matrices :

1 1/2 1/4 1 1 1
M=1|{0 1/2 1/2], Q=[0 -1 —2| e D=0QMQ.
0 0 1/4 0 0 1

1. Calculer Q x Q. En déduire que ) est inversible et expliciter Q1.

2. Calculer D (on vérifiera que D est une matrice diagonale).
Justifier que M = QDQ.

3. Démontrer par récurrence que : Vn € N, M" = QD"Q.

4. Expliciter les neuf coefficients de la matrice M™.

PARTIE 1II : Etude d’une expérience

On dispose de 2 pieces de monnaie équilibrées, c¢’est-a-dire que la probabilité d’avoir Pile en lancant 'une
de ces pieces vaut 3

On effectue des lancers successifs selon le protocole suivant :

— a ’étape 1, on lance les 2 pieces,

— a I’étape 2, on lance les pieces ayant amené Pile a I'étape 1 (sil en existe),

— al’étape 3, on lance les pieces ayant amené Pile a I’étape 2 (s’il en existe),
et ainsi de suite. On suppose que les lancers successifs éventuels d’'une méme piece sont indépendants et
que les deux pieces sont indépendantes 'une de 'autre.

On considere, pour tout entier naturel n non nul, les événements :
— A, : < obtenir 0 Pile a I'étape n >,
— B, : < obtenir 1 Pile a I’'étape n >,
— (), : < obtenir 2 Piles a 'étape n >.

et on note a, = P(A,), b, = P(B,,) et ¢, = P(C,,).
1. Calculer aq, by et ¢;.

2. Soit n un entier naturel non nul.
Calculer les trois probabilités conditionnelles Py, (Ani1), Pg, (Ant1) et Po, (Ans1) -
Un argumentaire est attendu pour expliquer les valeurs de chacune de ces probabilités.
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3. A laide de la formule des probabilités totales, prouver que :

( 1 1
Apy1 = Ay + ébn + chu
1 1
bn = _bn 5 6n
Vn > 1, +17 5 + 5
1
Cn+1 = —Cp-
L 4
4. (a) Vérifier que :
An+1 Qn
Vn 2 17 bn—i—l - M bn )
Cn+1 Cn,

ou la matrice M a été définie dans la partie I.

(b) Démontrer, par récurrence, que :

Qp, aq
Yn > 1, by, | =M™ 1|
Cn C1
5. (a) En déduire que :
1 2 2 2 1
>1, P(A)=1+——— P(B)=——-=. P(C,)=—.
n M)=1+L-2 PB)=2-2 P)=1

(b) Vérifier que la somme de ces trois probabilités est égale a 1 et donner la limite de chacune d’elles.



