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Devoir Maison 14 - Eléments de Correction

Exercice 1
Par définition de F' nous pouvons dire que B est une famille génératrice de F'.
Il reste a montrer que cette famille est libre :

si a sin+pf cos+vy sh+d ch =0 (fonction nulle), en dérivant deux fois il vient
—a sin —f cos+7v sh+d ch = 0.

asin+f8cos=0 (1)

vsh+6ch=0 (2)

Utilisons (1) : en prenant les imagesde x =0 et x = 7, (1) ilvient a=3=0

Utilisons (2) : D'images de = 0 donne 6 = 0. Il reste v sh =0 d’ou y=0=0

’ B est une base de F‘

Par addition et soustraction, on en déduit : {

La famille B est libre et génératrice de F'

Exercice 2
Partie I : Calcul matriciel

On considere les trois matrices :

1 % % 1 1 1
M=[0 3 2| Q=0 -1 -2 et D=QMQ.
0 0 3 0 0 1

1. Calculer @ x Q. En déduire que @ est inversible et expliciter Q~*.

1 1 1 1 1 1 100
Q=10 -1 —2|lo -1 —2|=(0 1 0)=1
oo 1/\o o 1 00 1

. . . 71 _
Donc @ est inversible, et on inverse est Q7" = Q.

2. Calculer D (on vérifiera que D est une matrice diagonale).
Justifier que M = QDQ.

Calculons :
D = QMQ
1 1 1 1 4 1 1 1 1
= -1 =210 % % 0 -1 -2
0 3 0 0 1

0
0 0 1 0
1
0

0
D est bien une matrice diagonale.

Par ailleurs, puisque Q@ = Q' et QQ = I, il vient :

D =QMQ ssi QDQ = QQMQQ ssi QDQ = M.

. Démontrer par récurrence que : Vn € N, M"™ = QD"(Q).

— L’égalité est vraie pour n =0 ar M° =1 et QD°Q =QIQ =QQ = 1.
— Supposons que M" = QD™ pour un entier n > 0 fixé et montrons que
Ml = QD"Q. 11 vient :

M = MM
=MQD"Q
=QDRAD"Q
=QDD"Q
— QDn+1 Q

— D’apres le principe de récurrence simple, on a : M"™ = QD™ pour tout entier
naturel n.

. Expliciter les neuf coefficients de la matrice M™.

S

1 0 0
Calculons M™ = QD"@Q. On a d’abord : D" = | 0 % 0 car D est diago-
0 0 %
nale. Ensuite :
MTL:QDTLQ
1 1 1 1 0 o\"/1 1 1
=0 -1 -2] (o L o 0 -1 -2
00 1/\0 0 % 0 0 1
1 1 1 1 1 1
=(0 -1 =2 {0 —(5)" —2(5)"
0 0 1 0 0 (H"
1 1—1(%)" 1—12(%)"+1(i)”
=10 )" 2(3)" —2(3)"
0 0 ("



MPSI Devoir Maison- Eléments de correction

2023-2024

Partie II : Etude d’une expérience
On dispose de 2 pieces de monnaie équilibrées, c’est-a-dire que la probabilité d’avoir Pile
en lancant I'une de ces pieces vaut —.

On effectue des lancers successifs selon le protocole suivant :

— a I’étape 1, on lance les 2 pieces,

— a ’étape 2, on lance les pieces ayant amené Pile & Pétape 1 (s'il en existe),

— a Détape 3, on lance les pieces ayant amené Pile a I’étape 2 (sl en existe),
et ainsi de suite. On suppose que les lancers successifs éventuels d’'une méme piece sont
indépendants et que les deux pieces sont indépendantes I'une de I'autre.

On consideére, pour tout entier naturel n non nul, les événements :

— A, : < obtenir 0 Pile a I’étape n >,

— B,, : < obtenir 1 Pile a I'étape n >,

— (), : < obtenir 2 Piles a I'étape n >.

et on note a, = P(A,), b, = P(B,) et ¢, = P(C,).
1. Calculer aq, by et cy.

Notons P} (resp. F}) I'événement < obtenir Pile (resp. Face) avec la piece n’k
au lancer n’s ».

ay (resp. by, c1) est la probabilité d’obtenir 0 (resp. 1, 2) Pile(s) apres le premier
lancer. Les pieces étant équilibrées, et les lancers indépendants, on a :

1 1 1
mszﬁwmszﬁwazﬁxizl

1 gl 1A pl ! ! ] Lol 1 1.1 1

b= P((PLNFHUFINR])) = P(PLP(F)+P(F)P(PY) = S x5+5 %5 = 5.
1 1 1
q:PWﬁU@:PGﬁP@ﬂ:§x§:1

2. Soit n un entier naturel non nul.

Calculer les trois probabilités conditionnelles P, (Any1), Pp, (Ant1) et
P, (Any1) -

Un argumentaire est attendu pour expliquer les valeurs de chacune de ces pro-
babilités.

Py (Apy1) =1

car s'il y a eu 0 Piles a I’étape n, alors on ne relance aucune piece et il y aura
nécessairement 0 Piles a I'étape n + 1.

1

PBn (An+1) - 5

car s’il y a eu 1 Pile a I'étape n, alors on relance une seule piece, qui donnera Face

avec la probabilité 3

1
PCn (An-i-l) = 1

car s'il y a eu 2 Piles a I’étape n, on relance les deux pieces, qui donneront chacune

F: 1 babilité — x - = —.
ace avec aproalle2><2 1

3. A laide de la formule des probabilités totales, prouver que :

1
Ap+1 = Qp + 7bn + ch,
1 1
vn = 1; bn—i—l = %bn + icna
Cn+1 = ch

Soit m un entier naturel non nul fixé. La famille {A,, B,,C,} constitue un
systeme complet d’événements. En appliquant la formule des probabilités totales,
il vient :

Ap4+1 = P(AnJrl)
=P(A,NA,11)+P(B,NAns1)+ P(CNApyr)
= P(An)PAn (An-‘rl) + P(Bn)PBn (An+1) + P(Cn)PCn(An-&-l)

1 1
= Aan 1 bn a5 n N
a, X 1+ ><2+C X4

NI
= an =0n —Cn.
2 4

avec les probabilités conditionnelles calculées précédemment.
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Po, (Coit) = 5
bos1 = P(Bni1) et Ty
=P(A,NBy11)+ P(B,NBpt1) + P(C, N Bpt) car s’'il y a eu 2 Piles a I’étape n, on relance les deux pieces qui donneront le couple
1 1 1
= P(An)Pa, (Bpy1) + P(By,)Pg, (Bnt1) + P(Ch)Pe, (Bpy1) Pile-Pile avec la probabilité 5 X 2= 1
1 1
=a, X0+ b, X 3 + ¢, X 3 4. (a) On vérifie par le calcul que :
1 1
= —by + =Cp. dn+1 n
2 2 V=1, |bppr | =M (b,
Cn+41 Cn,

Cn+1 = P(Cn-i-l)
=P(A,NCpt1)+ P(B,NCry1) + P(C, NCriy1)
= P(An)PAn (Cn+1) + P(Bn)PBn (Cn+1) + P(Cn)PCn (Cn+1)

1
:an><0+bn><0+cn><1
1

= —Cp.

4

avec :
PAn<Bn+1) = PAH(Cn+1) =0

car s'il y a 0 Pile a I’étape n, on ne relance aucune piece donc il ne peut y avoir 1
ou 2 Piles a I’étape suivante;

Pp, (Cpi1) =0

car s’il y a 1 Pile & I’étape n, on relance une seule piece donc il ne peut y avoir 2
Piles a I’étape suivante ;

1
Pg, (Bpt1) = 2

car s’'il y a eu 1 Pile a ’étape n, on relance cette piece qui donne Pile avec la

1
probabilité 57

1
PC'n (Bn—i-l) = 5
car s’il y a eu 2 Piles a I’étape n, on relance les deux pieces qui donnent les couples

1 1 1 1 1
Pile-F: Face-Pil la probabilité = X - 4+ = x = — = .
lle-rface ou race 11e avec aproa11e2x2+2x2 2,

ou la matrice M a été définie dans la partie I.
(b) Démontrer, par récurrence, que :

an aj
Vn > 1, by | =M™ | by
Cn C1

— L’égalité est vraie pour n =1 car M'~! = M° = 1.
— Supposons 1’égalité établie au rang n, et montrons la au rang n + 1.

On a:
Ap41 Qp a1 ai
bog1 | =M [ b, | = MM b | =M™ | by
Cn+1 Cn 6] C1

— D’apres le principe de récurrence simple, I’égalité est établie pour tout n > 1.

5. (a) En déduire que :

1 2 2 2 1
1+——-—, P P
+4" an’

On avait trouvé dans la premiere partie :

11 vient :
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an, 1 1— (% n—1 1— 2(%)n—1 + (i)n—l 1
bn — 0 (%)n—l 2(%)n—1 _ 2(i)n—1 %
Cn 0 0 ()t 3
e Grl-Griar
- B+ () -2

D’ou le résultat.

(b) Vérifier que la somme de ces trois probabilités est égale & 1 et donner la limite

de chacune d’elles.

Calculons, pour n > 1 fixé :

nN"  /1\"
mt byt =1-2(= = 2
ant bt e (2)+(4)+ (

avec lim,, 4o (%)n = lim, 400 (%)n = 0 car 3 et 5 sont éléments de

| = 1,1], on obtient :

lim a, =1
n—4o0o n ’

lim b, =0,

n—-+oo

1

2

EOROR

1 1

lim ¢, =0.
n—-+oo



