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Devoir Surveillé 06 - Eléments de Correction

Exercice 1
Partie -A-

1. ¢ est définie pour £ #0 et 1+x >0 donc D:}fl,O[U}O,Jroo[

2. ¢ est dérivable sur D comme quotient et composée de fonctions dérivables.

2 —In(1+
¢(@) = T donne ¢ () = ity — G
3.9 (x) a le signe de ¢Y(x)=qi5 -I(l+z) qui se dérive en
1 1 -
I+z)2 ~ I+z (1+i)2 :
rz | —1 0 -00
Ceci permet d’étudier rapidement les variations de ¢ : 1’ + 0 -
¥ 00N
Comme 0 ¢ D, on en déduit que ¢’ est strictement négative

sur D : cp’(x)<0‘

4. Les limites aux bornes de I’ensemble de définition ne présentent pas de difficultés :

equand z — —1%, ce n’est pas une forme indéterminée ’ lim_q+ ¢ = +00 ‘

equand x — 0, c’est une limite connue limgp =1

1117;1; tend vers 0

equand x — 400, ¢(x) équivalent & limy o ¢ =0

5. elim,—_q p(x) = 0 montre que ¢ est prolongeable en 0 en posant p(0)=1

ey est de classe C! sur D (quotient et composée de telles fonctions)
eLe seul probleme restant est en 0 (existence et continuité de ¢’).
Comme ¢ (prolongée) est continue sur ]0, +oo[, dérivable sur ]0, —i—oo[ — {0},
il faut et il suffit de montrer que ¢’(z) admet une limite finie en 0.

Pour cela, utilisons un développement limité & ’ordre O :

@) = bl = (1- o o) — & (2 % 4 ofa)) =~} +ol)
d’ott la limite attendue | ¢ est de classe C! sur |—1,400[ et ¢’(0)=—%

6. Nous avons tous les éléments pour représenter ¢ :

z | —1 0 —00
T

¢ - 35 =

pl4+oo N 1 N, 0

v @ s o oo o

iy 17335 4 5 6

Partie -B-

1. Etudions les valeurs de ¢t qui annulent 1+ z sint. deux cas se présentent :
e—l<z<l: VteR, |zsint)<|z] <1 = 1+azsint>0.

pour t € [O,%] , sint>0= 1+axsint>1.

Ainsi, pour z > —1, la fonction ¢ — 1+ x sint ne s’annule pas sur [0, %]

I(t)
14z sint

or >1:

Dans ces conditions, la fonction t +—

est définie continue sur [0, 5]

. /2 f(t)
grx = fo Ttz sint

donc intégrable sur cet intervalle. dt est définie sur ]—1, +oo[

2. Remarquons que la fonction ”cos” est bien continue positive sur [O, g]

Utilisons le changement de variable u = sin(t) , de classe C! sur [0, g} :

g(ac):/oﬂ/2 dt:/ol

Deux cas se présentent :

9(0) = [y du= [u], =1
1
— | In(Q+zu) _ In(l+x)
o) = | = =

du
l+zu

cost
1+ xsint

CONCLUSION ’g est la fonction ¢ prolongée de la partie - A-

3. Pour —1 <z <y, comparons g(z) et g(y) :
1
; < ;
1+ysint 14 xsint

0<t<%,:>sint>0;»0<1+xsint<1+ysint:>

f(@)
1+y sint

f(t)

En multipliant par f(t) > 0: Thz st

g(y) <

et en intégrant (0 < %)

on obtient g est décroissante sur ]—1, —l—oo[

g9(z)
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4.(a) Sur [0,Z] , sin(t) > 0 donc, -1 <a<z = 0<1l+asint<1+xsint CoNcLUSION |V >0,Vbe]0,2[, g(z)<Mb+ ——Mr
= 1 < 1 2 (1 + x sin b)
1+ sint > 14a sint”
(c) Il est clair que g est positive (intégrale d’une fonction positive avec 0 < 7 ).
(b) Transformons la différence g(z) — g(y). Par linéarité : L o — -
/2 £(1) 72 (1) /2 F(t) sint g est décroissante minorée, | g admet une limite finie [ quand z tend vers +oo ‘
%dt—/ ———dt=(y—=x / : dt
/0 1+ xsint o l+ysint (=) o (1 +xsint)(1+ ycost) 2 tend vers 400, on peut le supposer positif. En passant & la limite, ’enca-
S . /2 t) sint drement 0 < g(z) < Mb+ — M7 montre que
Ainsi:Jo(@) —a)| = [o— o] |7 it o) SMVE i ) .
/2 0<I<Mb
f(t) sint T =" =
< |.T - y’ / (14zsint) (14y cost) dt‘ (Car 0< 5)
0 ’ Mais ceci est valable pour tout réel b de ]0, 5 [, on peut faire tendre b vers
™
f(¢) sint 0t.
< |lz—vy / li.dt‘ cara<zeta<y
h | ’ 0 (I+asint)? ( ) Par pincement on obtient =0
ou l'intégrale est une constante K indgpendante de = et y. 6. Monotone sur ]_1, +0o0 [7 ’ g admet une limite L€ R en —1+ ‘
CONCLUSION Va>—1, g estlipschitzienne sur ]a, —|—oo[
. . - x| -1 +00
1 les 1 :
(¢) Pour tout réel zo > —1, il existe un réel a > —1 tel que zg € ]a, 400 [ On connait les variations et les limites de g g ‘ L N, 0
Etant lipschitzienne, g est continue sur ]a, —I—oo[ , donc continue en xg .
CONCLUSION g est continue sur ]—1, —I—oo[ Exercice 2
Partie -A-
5. (a) Etant continue sur un segment f est majorée sur [0, g] Soit I'équation différentielle (E) : y’ +2zy = 1
- o< f <M £(0) M 1. (E) est une équation linéaire du premier ordre avec second membre
(b) Pour ¢ € [075] et ©>0 : 1_:$ sint > 1 14z sint ™3 1+3:sint<M ‘
Si, de plus, b<t: sinb<sint = 1+3§wsmt < 1+xM<inb ) 2. (a) C’est une démonstration par récurrence.
) eAmorce : par définition d’une solution d’une équation différentielle :
En intégrant (avec 0 <b et b< 5 ): f est dérivable (donc de classe C° sur R.)
(2) /b f(t) it /”/2 f(t) &t ehérédité :  Si f solution de (E) est de classe C", 'égalité f' =1—2Id x f
€T = —_— —_—
g o 1+uxsint p 14+ axsint montre que f’ est également de classe C™ donc f est de classe C™t! sur R.
_ /b M i /W/2 M it Ainsi: VnéeN, f declasse C™ d’ou ‘ f est de classe C*° sur R ‘
X PR - .,
1 t 1 t
Ob s /2 b s (b) On utilise (E) avec = 0, ce qui donne f'(0)+2x0x f(0)=1 doun
M
< /Mdt+/ —dt f(0)=1
0 p 14z sinbd
x M 3. L’application identique (Id) et f sont de classe C°° sur R. On peut utiliser la for-
<M5+7.(2—b)<Mb+—. N L h el \ A
1+zsind 2 2 (1+z sinb) mule de Leibniz & tout ordre. En dérivant 1'égalité (F) & lordre k + 1, il vient
>0 <m/2
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k+1
(k+2) k+1 (6) ¢ (k+1-i) _ 1 (k+1)
FORD 12 37 ( i ) 1@ k1= _ 4
i=0
Comme les dérivées Id : x +— x sont nulles a partir de ’'ordre 2, il reste
FEFD po(1d fEHD 4 (k+1) W) =0
VkeN, Ve eR, f*2)(z) = 22 f*+D(z) —2(k + 1) f B ()

donc

4. (a) f est de classe C*. On peut appliquer la formule de Taylor-Young & tout ordre
‘ VpeN, f admet un DL,(0) ‘

ce qui prouve que

b) Dans le développement limité ) =37 apz® +o(z™) mnous avons
k=0
0)
ap = 1 k!(O) .
La question ?? appliquée avec = 0 donne f*#+2(0) = —2(k + 1) f*)(0)
qui se traduit en agy2 (k+2)! = —2ay (K + 1)! soit| VkeN, agro = —%; ak
Comme a; = f(M(0) =1, on en déduit a3z = %2 , a5 = % , et, par
. ‘vident _ (=2)* En écrivant
une récurrence évidente agki1 = 35 Grry - En écrivan
2k+1)! 2k+D)! . —4)* k!
3-5---(2k+1)= 2(-4-:2)/@ = (Qk:!) il vient o pt1 = Qg = %
c¢) De méme ag = f(0), as = 2 10 , Qg = (=2)% 0) , et par récurrence
2 2x4
_o\k L 1k
azp = 2512()2 k) f(0) qui s'ecrit azy = ¢ k:l!) £(0)

Partie -B-

5. L’application : ¢ +— et est continue sur R donc @ :z > f O‘r et” dt en est une
primitive. Elle est donc de classe C! sur R (et méme de classe C*° comme l'ex-
ponentielle).

Ainsi: D:z s e @ ®(x) est le produit de deux fonctions de classe C*

fait de classe C™)

(en
‘ D est de classe C! sur R, ‘

donc

La justification ci-dessus montre que D se dérive en D’ telle que
D'(z)=(-22) e ®(z) +e =
—_——— ~~

D(x) /()

qui montre que D vérifie: Vo € R, D'(x) = —2zD(z) + 1 ‘ D est solution de

E) |

6. La fonction 2 — €% est paire donc I et dt = — I et dt .

De plus : e~ = e~ (=2)%, Nous en déduisons que

Il est évident que D(z) est du signe foz et’dt. Comme et” > 0, 'intégrale

est positive si et seulement si 0 < x ‘ D(z) est du signe de z ‘

2 . . .
7. Comme t — e'” est croissante sur R, , nous avons pour tout = positif

2 2 2 z z 2 z 2
0<t<z = ¥ <et” <€ :>/ dtg/ et dtg/ e dt
0 0 0
N—— N—_——
=z =z ev?

En divisant par ¢® > 0 il vient x>0 = re <D(z) <z

Pour z négatif, nous avons —z > 0 donc (—z) e~ (0 D(—z) < —x.

D est impaire.  En changeant de signe il vient :

8. (a) Méthode 1 (vérification de la formule) : il suffit de dériver les deux membres
de I'égalité. Les dérivées sont égales donc les deux membres sont égaux a une
constante additive pres. Comme ['égalité est évidente pour z = 1, la constante
est nulle d’otu le résultat.

Méthode 2 (établir la formule) : on intégre 2 fois par parties

Y

T
— 2te!’ dt= [%etg}l—l-flw#eﬁdt (uet v de classe

2t
N w(h)
u(t)
ch)
e 1 t2 1 2] " T 3 2
et fl YTE 2tet” dt = {me L—l—fl nae di (u et v de classe
~~ wu/(t)
u(t)
ch)
donne bien fl€t2_€£2+612_k+§f$£dt
1 - 2z 4x3 4 4 J1 4
. oo’ ’ 2(1271)6“"’2
(b) Soit h(ﬂ?):?- Sur [1, +o0[: h(I)ZT>O

montre que ‘ h est croissante sur [1, +oo] ‘

Nous en déduisons
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el et” er” et” epour x assez grand nous avons D(x) < D(1)
IStz = 5 <5< —F5 =0< < h(z) - -
12 t x? t4 2 I’équivalent montre que limy_, 1o D(z ) 0 donc, avec € = D(1) > 0 nous
=~ =~
0< = h(z) avons JAeR: , Va, 2> D(z) < D(1)
= n . .
quon integrede 1az (1<z)|1<a = ngir e’ dt < hz) [ t%dt oD atteint un max1mumMsur[O,A]
D est continue sur [0, A] donc D([0, A]) est un segment [m, M],
z2 z2 —
Comme h(z) flx Hdt=4<-1(1-1) en divisant par $— >0, on ob- et MeD(0,A]) = 3be[0,A] D) =M
tient : oM = D(b) est le maximum absolu de D sur R
>D(1) < M puisque 1€ [0, A]
1 T 1 1o o En effet, dans le cas contraire nous aurions
x>1;»0<g/1t—4dt ;(—E)Ho 1>A = D(1) < D(1)
e >M est maximum absolu sur R
t2 @2 . . .
Par pincement, ceci prouve que en +oo, [ 19” e = 0(621 ) Pour tout réel z, trois cas sont possibles :
x <0alors D(z) <0< M
2 z 7 0<z< Aalors D(z) € D([0, A]) = D(x) < M
. x 42 em2 e” Je 3 e X X ) NS
(c) La question ?? donne [ " = $— + w71 1), t—4dt . x> Aalors D(z) < D(1) < M
négligeable devant %
puisque, au voisinage de +0o0,
e 22 M
dig = o( ) (Ie quotient 715 tend vers 0)
z2
= ( ) (le quotient 2¢— tend vers 0) T
q f = ( ox ) (question précédente)
ce qui permet de conclure en +oo: [/ et dt ~ < b 1 A

De plus, D(0) =0# M donc b >0 ‘ D atteint son maximum absolu en b € R*.

1
Enfin D(:r):e$2</0 et dt +f1$et2dt) =Ke @ e [Tetdt
—_—

(b) La fonction D continue dérivable atteint son maximum en b qui n’est pas une

= K>0 borne de l'intervalle donc D’(b) =0.
Or e [Tettdt e e;2 - L et limg,. Ke o' _ Comme D est solution de I'équation différentielle (E) nous en déduisons
T T T oo L
T . — 9 AT _ _ 1
montre que Ke~® est négligeable devant e~ B et dt. Ainsi D'(b) +2bD(b) =1 d’ou M = D(b) = 53
en +o0o0: D(z) ~ 7= =0

(c) Si M est atteint en deux points b et b’ , nous avons alors M = D(b) = D(b’)

9.(a) D étant impaire du signe de z, si D admet un maximum, celui-ci ne peut dott & =L = p=p’
quétre sur [0, co[. Montrons plus précisément que ce maximum est atteint 2o 2b
en b€]0,1] : Partie -C-

le maximum est atteint en un point b unique ‘
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10. L’équation (E) est linéaire : VieR Ke* + D(z)=-K e~ (o) D(-x)
>Les solutions de I’équation homogene associée : y' +2xy =0 — D)

sont z — Kel2%dx = Ke ™ D est une solution particuliere de (E)

Les solutions de (F) sont donc z+— Ke® + D) KeR

2

VeeR Ke® =—Ke® o K=0

11. D étant impaire, une solution ci-dessus est impaire si et seulement si elle vérifie D est la seule solution impaire de (F) ‘




