MPSI Devoir Maison- Eléments de correction 2023-2024

Devoir Maison 13 - Eléments de Correction

Exercice 1

Soit n, un entier naturel. On considere, sur l'intervalle I =]0, +o00[, ’équation différentielle

suivante :
A
= — E
Ty = s (En)

1. Pour tout entier n € N, Va € I, (H,) & 3 + Zy = 0. Clest une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 que I'on va résoudre sur I avec a :  +— = de classe

C! sur I. On obtient qu’il existe A € R tel que
. —nln(z) _ 1
Y:x > e =A—, I >R
x'l’L

2. (a) Par identification des numérateurs on obtient a =1, b=0et ¢ = —1.

(b) On considere (Ey) : y' = L + 22%¢ sur Dintervalle 1. Par intégration simple on

1422
trouve une solution particuliere de (Ey) :

1
yp: I = R, x— In(z) — 51n(1+x2)
D’ou la solution générale de (Ey) équation différentielle linéaire d’ordre 1 :
1 9 1
yo: I — R, x»—)ln(x)—iln(l+x )+ A—
xTL
3. Déterminons une solutions particuliere sur Uintervalle I =]0, +oo] de :

/ + n.
yreyT (1 + x?)
en utilisant la méthode de variation de la constante. On obtient :
)\7/ _ 1 - /\/ _ xnfl
zm x(l+2?) 1+ 22
Par superposition des solutions on obtient les solutions de :
(a) I'équation (E1)
1
y1: I = R, z— Arctan(x) + A\—
x

(b) T'équation (FEs)
1 ) 1
y1: I =R, z— iln(l—i—az )+)\ﬁ

fEZ

(c) l'équation (E3) en remarquant que 17> =1— H%

y1:1 = R, z— 2z — Arctan(z) + A —
x

4. Pour tout entier n > 1, on note : pour tout x > 0,

x tnfl
F(x)= | —dt.
(2) A 1+ 12

. n—1 7 . 7 .
La fonction ¢ — i-&-ﬁ étant continue sur Rt, F), est définie et C' sur Rt et en
n—1

constitue une primitive sur R*. Ainsi ' = ﬁ? implique que A = Fj, convient,
d’otu les solutions de (E,,) sont :

1
Yn I >R, o F,(z) + \—
xn

5. Dans cette question, on va expliciter une expression de F,(z).
(a) Soit n € N* et z € RT,
T tn—l + t"+1

0
T 1442
———dt
0 1+41¢2

T
"Lt

= —z

n
(b) Exprimer Fy(z) et Fz(x) en fonction de z € I.
(¢) Etablir, pour tout n > 2 :

(=t 2 1 = gt
o € 1, o (w) = =—5— In(1 +2%) + (1) ;(_1) T

(d) Etablir, pour tout n > 1 :
2k

2k +1°

Vo € I, Foni1(z) = (—1)™ Arctan(z) 4 (—1)"* i(,l)k
k=0

(e) Exhiber les solutions de (Ej5) sur I.
6. On note f, la solution de (E;) sur I =]0, +oo[ vérifiant la condition f(1) =

]

_ Arctan(x)

(a) Montrer que Vz € I, f(x) .
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(f)

Etablir que, pour tout x > 0 :

5.2 < Arctan(z) < x.

En déduire le sens de variation de f sur l'intervalle I.

Dresser le tableau de variation de f sur I (limites aux bords comprises et jus-
tifiées). En particulier, on montrera que f admet une limite finie £ en 0 que 1'on
calculera.

On posera désormais f(0) = ¢.

Prouver que f est dérivable en 0 et préciser la valeur de f7(0).

Tracer le graphe de la fonction f sur I.

7. Dans cette question, on généralise des résultats établis ci-dessus dans le cas parti-
culier n = 1. Soit un entier n > 1.

(a)

Etablir que, pour tout x > 0 :
1
1+ 22

n n
x T <P <.
n n

Fn@)

En déduire la limite de ——= lorsque x tend vers 0.

n
Montrer que, parmi les solutions de (E,) sur I =|0,4o0[, il y en a une et une
seule qui possede une limite finie en 0. On note f, cette fonction, prolongée en
0 par continuité.

Justifier que f,, est dérivable en 0.

En n’oubliant pas que f, est une solution de l’équation différentielle (E,),
déterminer le sens de variation de f, sur [0, +o0].

Prouver que, pour tout n > 2 :

' _ i fn(1)
/0 fu(x)dz = B



