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Exercice 1
1.(a) On a : f,(0) = —4 et f, = +00 en 00; fn est dérivable sur Ry et
fh(z) =na" 1 + 92 = z(na""t +9) > 0.
fn est donc bijective de R} dans [ — 4,400[. Comme 0 € [ — 4, +o0] ,
I'équation f,(x) = 0 a donc une unique solution dans Ry. On a donc w,, > 0 et
fn(un) = 0.
(b) Pour calculer uy et ug, il faut résoudre fi(z) =0 et fo(z) =0:
fi(z) = x + 922 — 4 polynéme du second dégré de déterminant :A =
14+4.4.9 = 145 donc uy = *Hli‘s/m..qui est la racine positive de cette équation.
fa(x) = 22+ 922 —4 = 1022 —4 = 10(x— /2/5) (z+/2/5) donc us = /2/5.
(¢) Ona f, (2/3) = (2/3)" +9(2/3)> —4=(2/3)" >0 et f, (0) = —4
Donc f,, (0) < frn (un) < fn (2/3) et comme f,, est strictement croissante sur
R+ et qu’ils ens osnt éléments, on a 0 < u, < %

et donc | Vn € N*, u, €]0, 2.

2. (a) Soit # €]0,1[,ona: foi1(x) = fu(z) = 2" —2™ = 2"(x — 1) et comme z < 1
et ™ > 0 on a bien f,11(z) < fn(x).
(b) Donc, comme uy, €]0, 2], ona u, €]0,1[ et fr1(tnt1) =0 < fr(tnt1).
Donc fr(unt1) > 0= fn(uy,) et comme f, est strictement croissante sur R
et que u, et u,41 en sont éléments, on a alors u,y1 > u, pour tout entier n et
la suite u est croissante.

(¢) west croissante et majorée par % donc elle est convergente vers £ avec 0 < ¢ < %
3. (a) Comme 0 < u, < 2/3 et que la fonction puissance n est strictement coirs-
sante pour n > 0 sur RT (sur R~ cela dépendrait de la parité de n) alors
0" < (un)™ < (2/3)" et comme |2/3] < 1 on a (2/3)" — 0 donc par encadre-
ment u,, — 0
(b) Or u,™ + 9 u,2 —4 =0 alor spar passage a la limite,

Donc 92 —4=0et ¢ = % car ¢ > 0. Conclusion 3| u,, —4>_ {=
n——+00

winy

Exercice 2
Les questions 2 et 3 sont indépendantes.

On consideére la fonction g définie sur R par g (z) = e* — z.

Pour chaque entier naturel n supérieur ou égal a 2 , on considére I’équation notée
(E,) : g(x) =n, d’inconnue le réel z ..

1. (a) g est dérivable sur R et ¢’ (z) = e* — 1 donc

x —00 0 +00
g' () -/ 0 /4
glx) [ 400~ 1 /7 4
En+4oo:g(z)=e®*—ax=¢"(1—1x/e*) = +oo car x = o(e%)
En —co:g(z) =€e* —2x — +00

(b) Comme g est continue et strictement décroissante sur R, elle est bijective de
R~ dans [g (0),lim_ g = [1, +00]
Comme n > 2 appartient a [1, 400, "équation a une unique solution sur
R™.
et comme ¢ (0) =1 # 2, alors a,, # 0
et de méme sur R

Conclusion : ’ (E,) admet exactement deux solutions : a,, < 0 et 8, >0

2. Dans cette question on note (ug),y la suite ainsi définie :

Uug = -1
{ Pour tout entier naturel k, ugy; = et —2

(a) On rappelle que ay est le réel strictement négatif obtenu & la question 1.(b)
lorsque n = 2
Onag(—l)=el+1<2car -1 <0donel<e’=1
et g(—2)=e2+2>2
Donc g (—1) < g (ap) < g(—2) et comme g est strictement décroissante sur
R™,
Conclusion :
(b) On a2 =g(az) =e* —ay donc €** — 2 = as.
Pour £k =0 on a uyg = —1 doncas < ug < —1
Soit k£ > 0 tel que as < ug < —1.
alors,comme exp est strictement croissante sur R, e®2 —2 < e¥n —2 < e 1-2
et donc
ay<upip <el—2<-lcare <1
Conclusion : ’ pour tout entier naturel k : s < up < —1 ‘

nc 0 < exp’ (r) < 1

e
a sont dans cet inter-

(c) Sur I'intervalle ]—co,—1] on a exp’ (z) = e* < e™' =1 do
Donc d’apres 'inégalité des accroissements finis si b >
valle, 0 < e’ —e* < 1(b—a)

N.B. pour I'TAF sans valeur absolue, I'ordre des termes est impératif;

Conclusion :| pour tous réels a et b tels que a <b< —1,0< e —e? < %(b —a).
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(d) Pour tout entier naturel k , ug41 — ag = e** — 2 — (e*? — 2) car ag = e*2 — 2
donc ug41 — g = e — e™?
On a alors :
pour £k = 0 : ug —as = —1 — as et comme —1 < as < —2 alors
OSUO—agglz(l)o

€

Soit k>0 tel que 0 < up —ag < (%)k

=

k+1
comme alors up < as < —lonal < upyr; —ag <= (uk —ag) < (é) +

donc par recurrence7

. . k
Conclusion : | pour tout entier naturel k: 0 < up — as < (%) .

(e) Comme |1| <1 alors (%)k — 0 et par encadrement u — ap — 0 et

lm wup = ag
k—+oo

Conclusion :

Exercice 3
Questions liminaires

_ _ z+1—2x
e Pour z > 0, nous avons vz + \/5—7M+\/5.
/ / 1 1

CONCLUSION Vao>0, Vo+1 f (Ly)

e La fonction z — In(1+ ) est concave sur | — 1, +o00[. La courbe représentative est
située sous ses tangentes, en particulier sous la tangente au point d’abscisse 0.

Cette tangente a pour équation y =z d’ou ‘V x>-1, In(z+1) <z (L) ‘

Note :  on peut également obtenir se résultat par une étude rapide de la fonction ¢
définie pour x>—1par px)=In(l+z)—=1z:
o' (x) = x+1 —1=—2% ce qui donne le tableau des variations

xz | —1 0 + oo

J1 0l + 0 — qui montre que Vx> -1, ¢(z) <0

el Il 70N

(n+a)!
[T (14 v3)
(a) Il est clair que la suite est définie, strictement positive.
Vn>2: up  — Vnta

1. VneN, wu,=

On peut utiliser le quotient.

2. (a) D’apres 1-a : (T

Svnta<l+y/n

Snt+a<l+n+2yn quantités positives

b) N - Sa—-1<2yn
(b) Nous avons = gas <1 (a—1)%<4n a — 1 est positif ou nul
2
ep> o) 1)
Sn > N
oi N = E(%)
La suite étant positive : Uy, < Up—1 & n > N

‘La suite (Up)n>n est décroissante‘

(c) La suite (upn)n>n est décroissante minorée par 0  donc ‘ (Un)nen~ converge

)\/ﬁ_(m_f )1+f

Or, quand n — +o0, 1;@5 —1letyn+ta—y/n= m

SION lim,, 400 (u = 1) vn=-1

— 0 CoNCLU-

D’ou l'existence d’un entier M a partir duquel cette quantité appartient a
l'intervalle [—1 — %, -1+ %] Dans ces conditions, (u:il - 1) Vvn < —%

PPN Uy 1
(b) Rappelons que -*=— > 0. En utilisant ce qui précede, Ly (avec x = —ﬁ > —1)

puis L; (avec x= nb()), nous avons :
Unp, 1
In gln(lf—n)g — vn+1
Up—1 n \f SVn-
> M : <Vn—+vn-—

(¢) Il suffit alors d’ajouter les égalités précédentes pour les valeurs M, M +1,---  n.
Le principe des dominos donne :

CONCLUSION Vn

In % < VM —-+vM-+1
UM+1 < _
In 4 < /M +1-+VM+2 VI — i
UpM—1
In gt < Vn—+vn+1
d’ott limy, 400 In u;ﬁl = - soit limy, 400 F;‘{:l = 0

lim,, s oo Uy = 0\




