Chapitre 3

Suites

-'

3.1 Base

Exercice 3.1- 1
Pour chacune des suites suivantes, expliciter le terme général en fonction de n.

1. Soit la suite définie par :

VneN, upi+3=2u,

avec ug = 0.
2. Soit la suite définie par :

Vn € N, 4wn+2 + an+1 — 2wn =0

avec wy = wi = 1.

Exercice 3.1- 2
Etudier le sens de variation de la suite définie Vn € N par :
-n+1
Uy =
n+2

Exercice 3.1- 3

Soit (uy,,) la suite définie pour tout entier naturel n non nul par

Uq =

Up+1 =
2n
1. Calculer uo, us et uy.
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2. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, est strictement
positif.

(b) Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.
(¢) Que peut-on en déduire pour la suite (u,,)?
3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose

Un,
Uy = —.

(a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera sa raison et
son premier terme v;.

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,

n
Uy = —.

2n

4. Soit la fonction f définie sur I'intervalle [1 ; +oo[ par f(z) =lnx — zln 2.
(a) Déterminer la limite de f en +o0.

(b) En déduire la limite de la suite (u,,).

Exercice 3.1- 4

On considere les suites réelles u et v définies par leur premier terme ug = 1,
vg = 0 et les relations de récurrence :

1 1 3
Up+1 = —FUp — ZUp —
Un41 = Uy + Zvn - Z
w, = U,+v,+6
On pose : Vn € N, 1 3

1. Montrer que les suites (w,)nen €t (tn)nen sont des suites géométriques.
2. Déterminer w,, et t,, en fonction de I'entier n.

3. Montrer que les suites (wy)nen €t (t,)nen sont convergentes et donner leur
limite.

4. En déduire la convergence des suites (i, )nen €t (U )nen €t donner leur limite.

Exercice 3.1- 5

On considere la suite (u,),~, définie par :
Ug =1

Up+1 = §Un + 1.

1. Calculer uq, us et us.
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2. Dans le plan rapporté a un repere orthonormal d’unité graphique 4 cm, tracer

1

la droite (D) d’équation y = x et droite (D) d’équation y = §x+1. En utilisant
(D') et (D), représenter sur ce graphique les points P, Q, R, S, T, U, V, de
coordonnées respectives :

(uo 5 0), (uo 5 uo), (uo ; ur), (ur 3 ur), (ur ;5 ug), (ua 5 uz), (uz ; us).

3. Soit (), la suite définie par : v, = u, — 2.
(a) Montrer que (v,),, est une suite géométrique dont on précisera le pre-
mier terme et la raison.

(b) Exprimer v, en fonction de n, en déduire I'expression de u,, fonction de
n.

(c) Calculer la limite de w,,.

Exercice 3.1- 6

On considere la suite (uy),, .y définie par : ug = 1 et pour tout n € N,

un+1:§un+n—2

1. Calculer uq, us et us.
0.

2. (a) Démontrer que pour tout entier naturel n > >
(b) En déduire que pour tout entier naturel n > 5, w, >n — 3.

4, uy,

3. On définit la suite (v,),,oy par : pour tout n € N, v, = —2u,, + 3n — 3.

(a) Démontrer que la suite (vy,), oy est une suite géométrique dont on donnera
la raison et le premier terme.

(b) En déduire que : pour tout n € N,

U5 (1), 3 2
Yn="1\3 2" T

Exercice 3.1- 7

Soit u la suite définie par ug =2 et Vn >0, u, — 2u,11 = 2n + 3.

1. Montrer v, = u, + 2n — 1 est le terme général d'une suite géométrique.

2. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

3. Calculer S,, = > v en fonction de n.
k=0

Exercice 3.1- 8

On considére deux suites (u,)nen €t (vn)nen telles que

Vn e N {un+1:2un—vn et { uo =2

Upi1 = Uy + 4o, v = —1
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1. On considere la suite p définie par Vn € N, p, = u, + v,.
Montrer que la suite (py,)nen est géométrique.
En déduire I'expression de p,, en fonction de n.

2. A T'aide de la question précédente, montrer que Vn € N, v, = 3v, + 3™

. (% . ,o-
3. Montrer que la suite z,, = —Z est arithmétique.
En déduire I'expression de z, en fonction de n

4. Donner enfin I'expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

Exercice 3.1- 9

Soient (U )nen €t (vy)nen vérifiant les relations de récurrence : Pour tout entier
naturel n : ) )
Up+1 = FUp + 5Un
{ Upt1 = 3Un + %vn
avec ug = let vg =1
1. Montrer que la suite (u, 4 v,), oy €st constante a 2.

2. On définit la suite (z,,)nen par :

4
VneN, z,=v,— =
5
Utiliser la question qui précede pour montrer que la suite (z,,),en est une suite

7z 7/ . . 1
géométrique de raison g.

3. Exprimer x,en fonction de n.

4. En déduire v,, puis u,, en fonction de n.

Exercice 3.1- 10

On considere la suite (u,)

s . _ 2
nen définie par ug = 3 et

Un
2 2

E

Vn eN, u,y1 = +

S
Sl -

1. Calculer u; et us.

2. Soit la suite (vy,),,oy définie par :
VneN, v, =u,vV2—n

Montrer que (vy,), oy est une suite géométrique dont on précisera la raison et
le premier terme.

3. Calculer v,, en fonction de n

4. En déduire u,, en fonction de n.

Exercice 3.1- 11
On pose ug = —2 et Vn € N,

Up+1 =
3 — 2u,
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1. Montrer par récurrence que, pour tout entier n, u,existe et u, < 0.

2. On pose pour tout n € N,
U,

v =
"o, — 1
Montrer que pour tout n € N, v,est défini.
1
3
Déterminer, pour tout n de N, v,, en fonction de n.

Montrer que (v,,) est géométrique de raison

Déterminer enfin u,, en fonction de n.

o U W

Ecrire un programme qui affiche tous les termes de la suite u jusqu’au rang N
choisi par 'utilisateur.

Exercice 3.1- 12

On consideére la suite numérique (u,)nen définie par les relations suivantes :

UQzl
VneN, u,1 =2u,+n—1

1. (a) Montrer que u; = 1 et uy = 2. Calculer us.

(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 1.

(¢) En déduire sans récurrence que pour tout entier naturel non nul n, u,, > n.
(d) Montrer que la suite (u,),en est croissante.

2. Dans cette question on examine une suite (v, ),eny définie a partir de (uy, )nen :
VneN, wv,=n+u,

(a) Exprimer v, en fonction de n et u,.

(b) En déduire que la suite (v,),en est géométrique et exprimer, pour tout
entier naturel n , v, en fonction de n uniquement.

¢) Montrer enfin que pour tout entier naturel n . u,, = 2" — n.
que p y Un

3. (a) En reprenant la définition de (u,),eny , montrer que pour tout entier

naturel n :
Upy1 — 1 u, —1 n

mn 2n—1 + 2_n

(b) En déduire par récurrence sur n que pour tout entier naturel n non nul

n .
n+1
ok ~ on—1

4. Soit X une variable aléatoire telle que X (€2) est {0,1,---, N} avec :
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e P(X =0)=

N

1
e Pour tout entier naturel k£ de {1,--- N}, P(X = k) = o
Déterminer ’espérance de X en fonction de N.

Exercice 3.1- 13

Etudier le sens de variation de la suite définie Vn € N par :

—n+1
n—+2

Unp

Ecrire un programme qui, pour la suite (u,) suivante, affiche le terme dont le rang
sera choisi par 'utilisateur.

Vn €N, u, =n’+1In(n+ 1)

Exercice 3.1- 14

UOzl

_ 2upn
Vn S N, Upt+1 = wnt2

Soit (uy) la suite définie par {

1. Démontrer que Vn € N, u,, existe et u, > 0.

2. Calculer pour tout n, u,+1 — u, en fonction de u,. En déduire le sens de
variation de w.

3. On pose Vn € N, v, = =. Démontrer que (v,) est une suite arithmétique.

4. En déduire v,, puis u,, en fonction de n.

Exercice 3.1- 15

Soit u la suite définie par

u? + 5u,

Vn €N, .,y =
e U =5 T

et 0 < wugp < 4.
1. Montrer que V n € N, u,, existe et u,, > 0.

2. Soit f la fonction
1?2 + 5z
20 +1

frxe
Déterminer ses variations.
3. En déduire f([0;4]).
4. Montrer par récurrence que ¥n € N, on a u,, € [0; 4]

5. En déduire la monotonie de w.

Exercice 3.1- 16
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On considere les deux suites (u,) et (v,) définies, pour tout entier naturel n,

par :
U = 3 Vo = 4
Unp + Un Un+1 + Un
Up+1 = Un+1 =

2 2

1. Calculer uy, v1, ug et vs.

2. Soit la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par :

Wy, = Uy, — Up

(a) Montrer que la suite (w,,) est une suite géométrique de raison 1

(b) Exprimer w, en fonction de n et préciser la limite de la suite (w,,).

3. Apres avoir étudié le sens de variation de suites (u,) et (v,), démontrer que
ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

4. On considere a présent la suite (¢,) définie, pour tout entier naturel n, par

Up + 20,
t, =
3
(a) Démontrer que la suite (¢,) est constante.
(b) En déduire la limite des suites (u,) et (v,).

Exercice 3.1- 17

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par :

1. Etude de propriétés de la fonction f
(a) Etudier le sens de variation de la fonction f sur Iintervalle [0 ; +oo].

(b) Résoudre dans U'intervalle [0 ; +oo[[ I'équation f(z) = x.
On note « la solution.

(c) Montrer que si x appartient a Uintervalle [0 ; «af, alors f(z) appartient a
I'intervalle [0 ; «f.

(d) De méme, montrer que si x appartient a Uintervalle [a, +-00] alors f(x)
appartient a Uintervalle [« ; +00].

2. Etude dune suite (uy,).
Dans cette question, on considere la suite (u,) définie par uy = 0 et pour tout

entier naturel n : 5

Uy + 1

(a) Sur le graphique représenté dans l’annexe, sont représentées les courbes
d’équations y = x et y = f(z). Placer le point Ay de coordonnées (ug ; 0),
et, en utilisant ces courbes, construire a partir de Ag les points A, Ay, As
et A, d’ordonnée nulle et d’abscisses respectives uy, ug, uz et uy.

Un+1 = f(un> =6—
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(b) Démontrer, par récurrence, que, pour tout entier naturel n, 0 < wu, <
Unp+1 < Q.

Annexe

Exercice 3.1- 18

Partie A
Soit ¢ la fonction définie pour tout nombre réel x de I'intervalle ]0 ; +oo[ par

glx) =z —zlnzx

1. Déterminer les limites de la fonction g en 0 et +oc.
2. Montrer que Vx €]0 ; +o0[, ¢'(x) = —Inz.

3. Dresser le tableau de variations de la fonction g.

Partie B .

Soit (u,) la suite définie pour tout n € N* par u, = —.
n

1. Soit (v,) la suite définie pour tout n € N* par v, = In(u,,).
(a) Montrer que v, =n —nlnn.
(b) En utilisant la Partie A, déterminer le sens de variation de la suite (v,,).

(¢) En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

2. Montrer que la suite (u,) est bornée.

Exercice 3.1- 19 E ESC 2000

i

2 1
N ] Cortr+1 )
On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) =
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(a) Etudier les variations de f ainsi que ses limites en —oo et +00.
(b) Calculer une équation de la tangente 7" a C a I’abscisse 0.
)
)

(c

(d) Construire C et T .

Etudier la position relative de C et de T'. Préciser les points d’intersection.

Ug = 1
2. On considere la suite (u, ),y définie par : { pour tout 1 € N, tny1 = f(un) = : Up
uz + u, +1
. . 1 1
(a) Soit p un entier naturel non nul. Montrer que : f(-) < ——.
D p+1
(b) En déduire par récurrence que pour tout n € N, 0 < u,, < 1
n
(c) Calculer lim u,,.
n——+0o0o
‘s 1
(d) Vérifier que : =U, +1+—
Un+1 Un,
(e) En déduire, par récurrence et a 1’aide du 2.(b) que pour tout n > 1, — <
U,
no1
n+l4+> —.
=1k

1
(f) Justifier I'inégalité pour tout entier k > 2, z < [ —.
K1

no1 1
(g) En déduire que : pourn > 2, > z < In(n), puis que : pour n > 2, — <
k=2 Un,
n+ 2+ In(n).
(h) A T'aide des résultats, précédents, calculer lim nu,,.

n—+0o

Exercice 3.1- 20 T ESSEC 2001

On place sur un compte rémunéré au taux d’intérét annuel de 5% une somme
S, au 1¢" Janvier de I'année 0, puis on verse au 1" Janvier de chacune des années
suivantes la méme somme S.
Pour tout nombre entier naturel n, on désigne par S, la somme (intéréts compris
bien entendu) dont on dispose sur ce compte au 1¢" Janvier de la n®™ année de
placement.

1. Expression de la somme S,, obtenue au premier Janvier de ’année n
(a) Préciser les sommes Sy et 5.
(b) Etablir pour tout nombre entier naturel n la relation S, 41 = 1.055,, + S.

(¢) Pour tout nombre entier naturel n, on pose ici T,, = S,, + 205S.
Exprimer 7,1 en fonction de T,, puis en déduire T,, et .S,, en fonction de
S et de n.

(d) Déterminer la plus petite valeur de I'entier naturel n pour laquelle S, >
155.
On donne a cet effet & 1072 pres les égalités : In(35) = 3,55, In(21) =
3,04, In(1,05) =0,05.
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2. Modification du taux d’intérét annuel du placement
On reprend la situation précédente, mais le taux d’intérét annuel est mainte-
nant égal & 10% (et non plus a 5% comme précédemment).

(a) Exprimer S, en fonction de S, puis en déduire S, en fonction de S et
de n.

(b) Déterminer la plus petite valeur de entier naturel n pour laquelle S,, >
155.
On donne a cet effet & 1072 prés les égalités : In(25) = 3,22, In(11) =
2,40, In(1,1) =0, 10.

Exercice 3.1- 21 T HEC 2003

3
On considere un triangle équilatéral AqgByCy de longueur de coté 1, d’aire %,

peint en noir ; on désigne respectivement par Ay, By, Cy les milieux des cotés [ByCy|
, [A0Co], [AoBo| et on peint en blanc l'intérieur du triangle A;B,C;. On effectue
ensuite la méme opération sur chacun des triangles encore noirs AyC1 By, C1ByAy,
B1A1C)y et ainsi de suite pour obtenir les figures suivantes :

Pour tout entier naturel n, soit ¢, le nombre de triangles équilatéraux encore noirs
avant la (n+ 1)-ieme opération, ¢, le nombre total de leurs cotés, s, le nombre total

de leurs sommets et a, la longueur de leur coté. On a donc : tg =1, ¢cg = 3, s9 =

1
3, CLQ:L t1:3, 01:9, 81:6, a1:§.

1. Expimer a,, en fonction de n, pour tout entier naturel n.

2. Soit n un entier naturel n. Exprimer les nombres ¢,,1, ¢,y1, Spi1 & aide des
nombres t,, ¢,, s, et en déduire 1’égalité matricielle :

tn—l—l tn 3 0 0
Ch1 | =M | ¢y ou M estlamatrice: [0 3 0
Sn+1 Sn 011

3. (a) Calculer M? et M3.
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(b) Montrer qu’il existe une suite de réels (u,),>1 vérifiant, pour tout entier
naturel non nul n :

30 0
MP=10 3" 0 et Upi1=3u,+1
0 wu, 1

(¢) Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, u, uniquement en fonction
de n.

4. Utiliser les résultats de la question précédente pour montrer que, pour tout
entier naturel n, on a :

t, = 3"

Cp = gntt
3

n = =(143"

o= e

5. Pour tout entier naturel n, on désigne par b, le nombre de triangles équilatéraux
déja peints en blanc avant la (n + 1)-ieme opération.
(a) Calculer, pour tout entier naturel n, b, 1 — b, en fonction de t,,, puis b, 1
en fonction uniquement de n.

(b) En déduire, pour tout entier naturel n, 1’égalité :
14ty +0by—cp+ 8, =2 (relationd Euler)

6. Pour tout entier naturel n, on note p, la somme des périmetres des triangles
encore noirs avant la (n + 1)-ieme opération et S,, la surface déja peinte en
blanc.

(a) Exprimer p, en fonction de n, pour tout entier naturel n, et déterminer
la limite de la suite (p,,)n>o-

b) Etablir, pour tout entier naturel n 1’égalité : S, = @ 1-— § i
(b) ;D g 1 1

En déduire la limite de la suite (S,),>0. Ce résultat était-il prévisible ?
(c) Montrer qu’il existe un réel D que 'on précisera, compris strictement

1\P
entre 1 et 2 et vérifiant pour tout entier naturel n : ¢, = (—) .
an,

La surface noire est connue sous le nom de Joint de Culasse de
Sierpinsky ; D est appelé sa dimension fractale.

Exercice 3.1- 22 T Ecricome 2012

On considere la fonction f définie sur [1, 4+o0[ par :

.132

Vo e [l,+oo[, f(z)= 501

On note Cy sa courbe représentative. On définit également la suite (uy,),>o par :
Up € [1a +OO[> Vn € N, Un+1 = f(un)

1. étude de (up)n>0
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1
(a) Soit x > 1. Etablir les inégalités suivantes : 1 < f(x) et f(z) < 1:—2|— .

(b) Montrer par récurrence que : ¥n € N, 1 < u,,.

P nt1
En déduire que : Vn € N, un+1§u 5

1
(¢) Prouver par récurrence que : Vn € N, 1 <w, <1+ 2—n(u0 —1).

(d) Démontrer la convergence de la suite (uy),>0 et donner la valeur de sa
limite.

2. Asymptote a Cy

On pose a = lim @) et b= lim (f(x)— ax).

r—+o00 T——+00

(a) Donner la valeur de 1_131 f(z).

(b) Calculer a et b.

(¢) Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que :
c

20 —1

Vo e [l,4o00[, f(z)—ax—b=

et donner la valeur de c.

(d) Prouver que Cy admet une asymptote (D) dont on donnera une équation
ainsi que la position de (D) par rapport a Cy.

3. Variations de f
(a) Ssoit x € [1,4o00[. Calculer f'(x).
(b) Préciser le sens de variation de f sur [1, +o00].

(c) Tracer la courbe (Cy) ainsi que la droite (D) et la tangente (7)) a (Cy) au
point d’abscisse 1.

4. Etude d’une réciproque
(a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de [1, +oo[ sur [1, 400

(b) Soit ¢ € [1,+oc[. Prouver que I'équation x? — 2tz +t = 0 (d’inconnnue
x) admet des solutions réelles et les donner.

(¢) Soit t € [1, +o0[. Déterminer 'unique réel x € [1, +o00[ tel que f(x) = t.

3.2 Point fixe

Exercice 3.2-1 T ECRICOME 2002, extrait

On considere la fonction f définie par f(x) = Va2 —2z+1 et on note C la

courbe représentative de f dans un repere orthonormal. On définit la suite (u,)
1

ar : Yo = 2
pat Ups1 = fluy) sinz=0
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-

o N o o

. Etudier le signe du trinome P(z) défini sur R par : P(z) = 2* —x + 1

En déduire que f est définie sur R

. Etudier f, préciser les limites aux bornes, puis dresser son tableau de variations

sur R.
Comportement de C' au voisinage de +oo.

(a) Montrer que, pour tout z strictement positif :

-1
VI-t+&+1

(b) En déduire la valeur de hI_iI_I (f(x) — x) ainsi qu'une équation de (A)
T—+00

asymptote a (C') en +o0.

flw) - =

Résoudre I'équation f(z) =z

1
Montrer par récurrence que : Vn € N | u,, € [5, 1]

Montrer par récurrence que : Vn € N, u,, < Upiq
Justifier que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.

Ecrire un programme qui affiche les termes de la suite u jusqu’a un rang choisi
par l'utilisateur.

Exercice 3.2- 2

e —1

T

Montrer que : Vo €R*, > 0.

et —1

) siz#0

=1
On considere la fonction f définie sur R par : @)= (

f(0)=0

2. Montrer que f est continue sur R.

~

Montrer que f est de classe C'' sur |—o0; 0[ et sur ]0; +o00], puis préciser f'(z)
pour tout x de R*.

1
. On admet que liH(l) fl(x) = 5 En déduire que f est de classe C* sur R et
T

donner f’(0).
(a) Etudier les variations de la fonction ¢ définie par : Vz € R, g(x) =
re® —e¥ + 1.

(b) En déduire le signe de g (), puis dresser le tableau de variations de f
(limites comprises).

On considere la suite (u,) définie par la donnée de son premier terme ug > 0
et par la relation, valable pour tout entier naturel n : u,11 = f (uy,).

Montrer que : Vn € N, u, > 0.
(a) Vérifier que : Ve € R, f(x) —x = f(—x).
(b) En déduire le signe de f () — x sur RJ.

(¢) Montrer que la suite (u,,) est décroissante.
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8. En déduire que (u,,) converge et donner sa limite.

9. Ecrire un programme en Pascal permettant de déterminer et d’afficher le plus
petit entier naturel n pour lequel u,, < 1073, dans le cas ot ug = 1.

Exercice 3.2- 3

On donne : 0,69 < In2 < 0,70. Partie A On considere ’application :

g:]0;+00] =R, x> g(z)=2>+Inx
1. Montrer que g est continue et strictement croissante sur |0; +00| et déterminer
les limites de g en 0 et en 400

2. Montrer que I’équation g () = 0, d’inconnue z € |0; +o0o[, admet une solution
et une seule. On note a 'unique solution de cette équation.

3. Montrer que : % <a<l

Partie B On note [/ = [%, 1} et on considere 'application :

1 1
f:1—=R, fo(x):x—Zﬁ—ilnx

1. (a) Montrer que f est strictement croissante sur I.
(b) Montrer : £ < f(3) < f(1) < 1.
(¢) En déduire : Vz € I, f(z) € I.
2. On considere la suite réelle (u,), oy définie par vy = 1 et, pour tout n €
N, w1 = f(uy).
(a) Calculer uy
(b) Montrer : Vn € N, u, € I
(c) Montrer que la suite (uy), oy est décroissante.
)

(d) Montrer que la suite (uy), oy converge et que sa limite est le réel a.

Exercice 3.2-4 T HEC 2000

1. Soit a un réel strictement positif.

(a) Montrer que 1’équation z = \/x + a possede une unique solution réelle
positive ou nulle qu’on précisera. On note [ (a) cette solution. Préciser la
valeur de [ (1) et comparer, suivant les valeurs de a, les réels [ (a) et [ (1).

(b) Etudier les variations de la fonction f, définie, pour tout réel z positif ou

nul, par :

folx)=2—Vr—0a
Donner son tableau de variation (on placera la valeur [ (a) dans ce ta-
bleau).

Quel est, suivant la valeur de z, le signe de f, (x)?
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2. On considere la suite réelle (uy), .. définie par son premier terme wu; stricte-
ment positif et, pour tout entier naturel n non nul, par la relation de récurrence :

1
un+1:\/%+5

Justifier 'inégalité uy > 1.
Soit n un entier naturel au moins égal a 2 vérifiant u, > 1; établir I'inégalité
Upt1 > 1 et en déduire que la suite (un)n22 est strictement minorée par 1.

3. Montrer que si la suite (uy), oy converge, alors sa limite est 1.

4. Dans cette question, on suppose vérifiée la propriété suivante :

1
(H) Pour tout entier naturel non nul, u, <I (—)
n

3+V5
7
(b) Pour tout entier naturel n non nul, exprimer w,.; — u, en fonction de
f1 (uy,) puis, a I'aide du tableau de variation de fi, prouver que la suite
est croissante. "

(a) Pour tout entier naturel n non nul, établir I'inégalité : u, <

(c) En déduire que la suite (uy,),,oy. converge vers un réel strictement supérieur
a 1 et aboutir & une contradiction. Ainsi la propriété (H) n’est pas vérifiée.

5. On note m un entier naturel non nul vérifiant u,, > [ <—)
m

(a) Etablir 'inégalité : umy1 < tpm.
b) Soit n un entier naturel au moins égal a m vérifiant u, 1 < u, ; établir
g +

I'inégalité u, 1o < u,41 et en déduire que la suite (u,) est strictement
décroissante.

n>m

(c) Montrer que la suite (uy,), . converge vers 1.

Exercice 3.2-5 T ESC 2003

q f . f(0) =0 ,

it 1 ti défini 0; + :

oit la fonction f définie sur [0; +oo[ par fo) = exa:_ - pourz > 0
Soit (C') sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormal
(unité 2 cm). Partie A Soit g la fonction définie sur [0, +o0o] par g(x) = (—z+2)e*—2

pour tout réel x positif ou nul.

1. Calculer la limite de g en +o0.

2. Etudier les variations de la fonction g sur [0, +oo[. (On précisera g(0)).

3. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution non nulle, notée
a.

4. Etudier le signe de g(x) sur [0,4o00] et montrer que 1 < o < 2. On donne
e~ 2,7.

Partie B
et —1
1. Rappeler lim .
z—0 x
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2. En déduire que f est continue et dérivable en 0.
Préciser une équation de la tangente (7") a (C') au point d’abscisse 0.

3. Déterminer la limite de f en 400, et donner une interprétation graphique de
cette limite.

4. (a) Pour x > 0, calculer f’'(z) et montrer que f’(z) a le méme signe que g(x).

(b) En déduire le tableau de variations de f , en y faisant apparaitre le réel
« défini au A 3).

(c) Montrer que f(a) = a(2 — «), ou « est le réel défini au A,3).
5. Tracer la courbe (C') en plagant les tangentes aux points d’abscisses 0 et a.
On donne a ~ 1, 6.
Ug =1
Upr1 = flu,) VnéeN

1. (a) Montrer par récurrence que Vn € N, 0 < u,, < 1.

Partie C Soit la suite (u,),csn définie par {

(b) Montrer que la suite est décroissante (on utilisera une récurrence).
(¢) En déduire que la suite est convergente..

2. L’équation f(x) = x a une solution évidente : le nombre 0.
On se propose de rechercher s’il existe d’autres solutions a cette équation.

(a) Montrer que dans |0, +oo[, I’équation f(z) = z équivaut a I’équation
e* —x—1=0.

(b) Etudier les variations de la fonction h définie sur |0, 4+oc[ par h(z) =
e’ —x — 1.

(¢) En déduire que I'équation f(x) = x n’a pas de solution dans ]0, +o0].

3. Déterminer alors la limite de la suite (u,)nen-

Exercice 3.2- 6

Soit f la fonction définie sur R par :

2

f(z)=e* =exp(—a?),

ol exp désigne la fonction exponentielle.

1. Etude d’une fonction :
Déterminer le tableau de variation de f et sa parité.
Préciser les points d’inflexions de sa courbe représentative (C).
Tracer, dans un repere orthonormé (unité 4 carreaux), la courbe (C) et la
droite d’équation y = z. (On donne v2 ~ 1,4 et e~z ~ 0, 6)

2. Etude d’une équation :
Montrer que I'équation (f(z) = x) admet dans R une solution et une seule,
notée a;
Pour cela, on étudiera, sur R, , le sens de variation de la fonction g :

Ve >0, g(r)=f(zx)—=x

Vérifier que 0.6 < a < 0.7.
(On donne f(0,6) ~ 0,69 et f(0,7) ~ 0,61 a 0,01 pres.)
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3. Etude d’une suite :

On définie une suite u par son premier terme uy = 0,6 et par la relation de

récurrence :

Vn € N, Upt1 = f(un)

(a) Montrer que si u, est convergente alors sa limite vaut forcément a.
(b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a : 0,6 < u, <0,7.

(¢) On admet que pour tout x de U'intervalle [0,6;0,7], on a

|f" (x)] < 0,86
En déduire que, pour tout entier naturel n, on a
|tns1 —al < 0,86 |u, — a

puis que
|u, —al <(0,1).(0,86)"
(d) En déduire la convergence de la suite u et sa limite.
4. Turbo Pascal :

Ecrire, en Turbo-Pascal, un programme qui calcule les N premiers termes de
la suite u (pour une valeur de N laissé au choix de l'utilisateur) et affiche la

valeur approchée de a ainsi obtenue.
5. Accélération de la convergence vers a :

Soit v la suite définie par son premier terme : vy = 0,6 et la relation de

récurrence :

Vn € N, Up+1 = h('Un)

avec h la fonction h : x +— k X g(x) 4+ x, ou k est une constante appartenant a

10; 1[.
Ainsi,
Upa1 = k.g(vy) + vy,
et, puisque g(z) = f(x) —x, on a
h(z) = k(f(x)—2)+=x
= kf(x)+(1—k)zx.

(a) Montrer que si v, tend vers une limite [, alors | = a.

-2
9'(0,6) +4'(0,7)

On admet que pour k = ,on a

Va € [0,6;0,7], | (z)] <0,0056.

(b) Montrer que :
Vz €10,6;0,7], h(z)€[0,6;0,7

(¢) Montrer que, pour tout entier naturel n,

v, — a] < (0,1).(0,0056)"
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3.

3 Accroissements finis

Exercice 3.3-1 T ECRICOME 2003
On considere la fonction f définie par : f(z) = 2 + 2 — 2In(e” + 1) et on note

(C) la courbe représentative de f dans un repeére orthonorrnal.

On définit la suite (u,,) par : { Ho

10. Montrer par récurrence que : Vn € N, |u, — a| < (

= 0
Unr1 = [flu,), Vn €N
1. Justifier le fait que f est définie sur R.

2. Montrer que pour tout z réel, on a : f(z) = —x +2 —2In(e™™ + 1).

En déduire que f est paire sur R.

3. Déterminer la limite de f quand x tend vers +o0.

4. Démontrer que la droite D d’équation : y = —z + 2 est asymptote a C et

étudier la position de la courbe C par rapport a ’asymptote D.

5. Donner le tableau de variations de f.

6. Déterminer la solution, notée «, de I’équation f(z) = x.

T

7. Montrer que pour tout x réel : f7(z) = _2(€E€T1)2
—1
8. En déduire que : Vz € [0,1], |f'(z)| < ¢ 1
e

9. On donne les valeurs approchées & 1072 pres suivantes :

f(0)~0,61 f(1)~0.37 In(e—1)~0,54

Montrer par récurrence que : Vn € N, w, € [0, 1]
e—1
e+1

).

11. En déduire que la suite (u,,) converge vers un réel a préciser.
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Exercice 3.3- 2

On considere la fonction f définie par :
frx—=V2—Inx

(a) Montrer que le domaine de définition de f est I'intervalle 0, €?].

—_

(b) Déterminer les limites de f aux bornes de ce domaine.

2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

3. Montrer que l'image par f de lintervalle [1,e] est contenue dans l'intervalle

1, ¢e].

4. Montrer que I'équation f(z) = x admet une solution unique a sur 'intervalle

[1,¢e].
(On pourra étudier la fonction auxiliaire g définie par : g(z) = z* + In(z) — 2).

5. On considere la suite définie par récurrence pour tout entier naturel n par :

up =1 et upyq = f(uy).
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(a) Montrer a 'aide de 'inégalités des accroissements finis que :

= |u, — al

2

i — a] < (g)"@— 1)

(¢) Quelle est la limite de la suite (u,) quand n tend vers +oo ?

|un+1 - CL| <

(b) Démontrer que Vn € N

(d) Ecrire un programme qui affiche une valeur approchée de a & 1073 pres.

Exercice 3.3- 3

1 1
Soit la suite u définie par ug = 0 et u, 11 = g(3+u%) On pose f : x +— 5(3—1-352).
1. (a) Dresser le tableau de variation de f sur [0, 1] et montrer que [0, 1] est un

intervalle stable par f.
b

(

(c
2. (a

(

Résoudre I'équation f(z) = = dans l'intervalle [0,1]. Soit 7 la solution.

2
Montrer que Vz € [0,1], [f'(z)] < =

)
)
) Montrer que Vn > 0, u,, € [0, 1].

2 2\"
b) Démontrer que ¥n > 0, |u,+1 — 1| < R |u, — 7| puis |u, —r| < (5) :
()
(d)

Expliciter un rang ng tel que Vn > ng, |u, —r| < 1073,

En déduire la limite de la suite u.

Exercice 3.3-4 T ESC 2002
Partie A : étude de f

1
Soit la fonction f définie Vz €]0; +o0[, f(z) =z + 1+ P

x
On note (C') sa courbe représentative dans un repere orthonormal, I'unité de longueur
étant 2 cm. On pose pour tout réel x strictement positif : u(z) = 2> +2 —2Inz

1. Etudier les branches infinies de (C'). On montrera que la courbe admet pour
asymptote oblique en +o00 la droite (D) d’équation y = x + 1.

2. Etudier le sens de variation de u. En déduire le signe de u sur ]0; +00].

3. Calculer f’(x) et montrer que f'(x) a le méme signe que u(x).

4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Construction de la courbe (C) :

6. (a) Etudier la position de (C') par rapport a la droite (D) d’équation y = z+1.

(b) Déterminer une équation de la tangente (7') a la courbe (C') au point
d’abscisse 1.

(¢) Tracer (D), (T') et (C') ( On placera les points de la courbe d’abscisse
%, L,e,4).
On donne : f(e) ~4,5; f(1/2)~ —1,3; f(4)~5,7.
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Partie B : approche de la solution de I’équation f(x) = x.

On admet que I'équation f(x) = z a une solution unique dans ]0; 1] , notée a et on
se propose d’approcher « par une suite récurrente.

. . , . _1 . / .
Soient g la fonction définie sur R par g(z) = e™2% et (uy), oy la suite définie par :

1 n
. Montrer alors que, pour tout entier naturel n, |u, —a| < (—) .

U(]:l

——Un

pourtoutn € N, u,y1 = g(u,) =€

. Montrer que l'équation f(z) = x équivaut a l'équation z = g(x). Que vaut

donc g(a) ?

. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a : 0 < u,, < 1.

1

Calculer ¢'(z) et montrer que pour tout réel z de 'intervalle [0;1] , |¢'(z)| < 5

En déduire a I'aide de I'inégalité des accroissements finis que pour tout entier

n de N : |
[Ups1 — af < §|Un—04|

2

. Déterminer la limite de la suite (u,), .y quand n tend vers +oo.

Exercice 3.3- 5

On considere la fonction f définie par

Ve eRY, f(z)=2"—xIn(z)—1 et f(0)=-1

ainsi que les fonctions ¢ et g définies par :

2
Vz € RY, o(z) = . + In(z)

V(z;y) € R g(z ;y) = we? — ye*

On donne le tableau de valeurs de f :

z= |05 |[1][15] 2 [25] 3 [3,5] 4
Fx)~|—-04]0[0,6]1,6] 3 |47]6,9]09,5

2.1 Etude de deux suites associées a f-

60

1.
2.

Montrer que f est continue sur R, .

Etudier la dérivabilité de la fonction f en 0. En donner une interprétation
graphique.

. Etudier la convexité de f sur RY, puis dresser son tableau de variations en

précisant la limite de f(x) lorsque x tend vers l'infini.

Etudier la nature de la branche infinie.

5. Montrer que f réalise une bijection de R} sur un intervalle J que I'on précisera.
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6. Quel est le sens de variation de f~!? Déterminer la limite de f~!(z) lorsque
x tend vers l'infini.
7. Justifier que pour tout entier naturel k, il existe un unique réel x; positif tel
que f(zy) = k.
(a) Donner la valeur de z.
(b) Utiliser le tableau de valeurs de f pour déterminer un encadrement de x;
et xo.
(c) Exprimer z; a aide de f~! puis justifier que la suite (x;) est croissante
et déterminer sa limite lorsque & tend vers 'infini.
8. On définit la suite (u,) par : uy = g et Vn € N, upp1 = o(uy)
(a) Etudier les variations de ¢ sur RX.

b) On donne ¢ 3 ~ 1,73 et p(2) ~ 1,69. Montrer que
( 2

3 3
2.9 )
(l27]) < 2
(¢) En étudiant les variations de ¢’, montrer que :

Ve € F-z} L @) <

27

Nl )

(d) Montrer que les équations = = ¢(x) et f(z) = 1 sont équivalentes. En
déduire que le réel z; est 'unique solution de I’équation x = ¢(x).

(e) Montrer successivement que pour tout entier n :

(f) En déduire la limite de la suite (uy,).
2.2 Dérivées partielles de g.
1. Calculer les dérivées partielles premieres de la fonction g.
92 92 92
= gz (515 5= gan (1) = 5.5 (131),
2.3 Programmation. Ecrire un programme en Turbo Pascal qui affiche une valeur
approchée de x; a 0,01 pres en utilisant la suite (uy,).

2. Calculer les réels : r

Exercice 3.3- 6 T ECRICOME 2006

On définit la suite (u,)neny par ug = % et Yn € N, upyq1 = f(uy,). ou f est la
fonction définie sur 'intervalle [—1, +oo[ par f(x) = (z + 1)%e™*.
On pourra utiliser les valeurs approchées suivantes pour f(z) et e~

x -1 1-0,5| 0,5 1 1,5 2 3 4 5

f(x) 0 0,41 | 1,36 | 1,47 (1,39 1,21 | 0,80 | 0,45 | 0,24
e® 12,71 1,65 |0,610,37(0,22 0,14 [ 0,05 | 0,02 | 0,01

x .
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1. Déterminer la fonction dérivée f'de f.
2. Déterminer le tableau de variation de f sur[—1, +o0].

3. Prouver, par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < u,, <

N

3
4. Démontrer que,pour tout réel x appartenant a [1, 5}, ()] < 3.

3
5. On note g la fonction définie sur [1, 5} par g(z) = f(zx) — x

(a) Exprimer ¢'(z) en fonction de f’(x) et montrer ainsi que g est décroissante
3
sur |1,=].

3
(b) Prouver l'existence d’un unique réel ov appartenant a {1, 5] tel que g(a) =

0. Exprimer f(«) en fonction de a.
1
6. Montrer que Vn € N, |u,41 — af < 3 [, — .

1 n+1
7. Montrer que Vn € N, |u,, — a| < <§> )

8. En déduire la limite de la suite (u,)nen quand tend n vers U'infini.

9. Ecrire un programme qui affiche une valeur approchée a 1072 pres de a.

Exercice 3.3- 7 T ECRICOME 2004

L’exercice se propose d’étudier la suite (u,)nen définie par :

Uy = 0

Wn €N, unir = fluy)
La fonction f étant définie sur R pour tout x réel par :

f(z) =e"In(1+¢€")

Partie 1 : Etude d’une fonction g intermédiaire. On considere la fonction
définie sur R, par :

t

1. Déterminer la fonction dérivée ¢’ de g et en donner son signe sur R, .
2. En déduire les variations de la fonction g et montrer que :

vt >0, g(t) <0

Partie 2 : Etude de la fonction f
1. Démontrer que 'on a , pour tout x réel : f'(z) = e "g(e”)

2. Etudier alors les variations de la fonction f (on ne demande pas ici le calcul
des limites).
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In(1+e)

3. Sachant que In2 ~ 0.69 et que =~ (.48, montrer que l'on a, pour tout

x de 'intervalle [0, 1] :
0< f(z) <1
Partie 3 : Convergence de la suite (u,)nen

1. Justifier que pour tout = de [0, 1] :
|f'(2)] < |g(e)]

2. On considere la fonction h définie sur [0, 1] par :  h(z) = f(z) — .
(a) Montrer que h est une fonction strictement décroissante sur [0, 1].

(b) Prouver que I’équation h(z) = 0 admet une unique solution dans l'inter-
valle [0, 1].

(¢) En déduire que I'équation f(z) = x admet une unique solution « sur
[0,1].

3. Démontrer par récurrence que pour tout n entier naturel :
O0<u, <1
4. Montrer que, pour tout n entier naturel :
|tn1 — af < g(e)]. [un — af

Ainsi que :
up — af < g(e)["

5. Sachant que |g(e)| < 0.6, déterminer alors la limite de la suite (u,)nen lorsque
n tend vers +o0.

6. Ecrire un programme qui fournit tous les termes de la suite u jusqu’a ce que
I’écart entre deux termes consécutifs soit inférieur a une quantité epsilon choi-
sie par l'utilisateur.

Exercice 3.3- 8

Le but de l'exercice est de déterminer une valeur approchée a 1072 pres de la
solution positive de I’équation :

2 —eH =g
Soit f la fonction définie sur R*par f(x) = 2e™% — =27,
On donne f(1/2) ~ 0,84 et f (1)~ 0,60
1. Etudier les variations de f ainsi que sa limite en +oo.
2. Construire la courbe représentative de f (sur R* ).

3. (a) Etudier les variations de la fonction g définie par g(x) = f(z) —2 sur R*.

(b) En déduire que I’équation f(x) = z a une unique solution positive notée
aet que 1/2<a<l.
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4. Montrer que si 0 < z < 1, alors
0<x—2*<1/4
5. En déduire que, pour tout z de [1/2,1], on a
|f' (@) < 1/2

6. Soit u la suite définie par : ug = 1/2 et pour tout n € N, u,1 = f(uy).

(a) Montrer que pour tout n entier,
1
Uns1 — af < 2 |un —

(b) En déduire que pour tout n entier,

|u” o Oé| < on+1

(c) Montrer enfin que la suite u est convergente et préciser sa limite.

7. Ecrire un programme en PASCAL qui calcule une valeur de u, qui soit une
valeur approchée de o & 1073 pres.
On stockera pour cela les valeurs successives de u,,dans une variable U et celles
de 1/2""'dans p.

Exercice 3.3- 9

On considere la fonction f définie par f(x) = vx? — x + 1 et on note C la courbe

représentative de f dans un repere orthonormal.

_ 1
Ug = )

Upt1 = flup) sin>=0

On définit la suite (u,) par :

Montrer que f est définie sur R
Dresser son tableau de variations sur R.
Etudier les branches infinies de la représentation graphique de f.

Résoudre 1'équation f(z) =z

AN

Majoration de la valeur absolue de f’ sur l'intervalle [%, 1]

(a) Exprimer f'(x) en fonction de x et de f(z)

(b) Montrer que Vz € [5;1],  f(z) > /32

(c) En déduire que Vz € [3;1], |f/(z)| < %
6. Montrer par récurrence que : ¥Yn € N u, € [5;1]

7. Montrer par récurrence que : Vn € N, u, < g

N[

@

(a) Montrer par récurrence que : Vn € N, |u, — 1| < (%)” lug — 1]

(b) Justifier que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.
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Exercice 3.3- 10 E ESC 2006

On considere la fonction g définie sur R par

g(x)=¢€"—x

Pour chaque entier naturel n supérieur ou égal a 2, on considere 1’équation notée
(E,) : g(x) =n, d’inconnue le réel z.

1. (a)
(b)

Dresser le tableau des variations de g en précisant les limites aux bornes.

Montrer que I’équation (F,,) admet exactement deux solutions, I'une stric-
tement négative notée «,, et 'autre strictement positive notée f3,.

2. Dans cette question on note (uy),cy la suite ainsi définie :

(a)

(b)

Ug = —1
{ Pour tout entier naturel k, ug; = e — 2

On rappelle que ay est le réel strictement négatif obtenu a la question
1.(b) lorsque n = 2
Calculer g (—1) et g (—2) puis montrer que 2 < ay < —1.

Justifier que e*? — 2 = ap.
En déduire par récurrence sur k que pour tout entier naturel

ap <up < —1

En utilisant 'inégalité des accroissements finis avec une fonction adéquate,
montrer que pour tous réels a et b tels que a < —b < —1,

Montrer que pour tout entier naturel k,

Upy1 — Qg = e'F — %2

En déduire par récurrence sur k que pour tout entier naturel k :

1\ F
0<Uk—a2<<—>
e

Montrer que la suite (uy), .y €st convergente et de limite as.

ke
On considere le programme Turbo-Pascal suivant :

( ou trunc désigne la fonction partie entiere)

program ex2 ;

var N, k : integer;

var epsilon, u : real;

begin

writeln ( ’ Donnez un reel strictement positif’) ;
readln (epsilon ) ;

N := trunc ( - Ln (epsilon ) ) + 1;

u = -1;
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Montrer que 'entier naturel N calculé dans ce programme vérifie :

N\
( - ) < epsilon
e

Compléter la partie pointillée de ce programme afin que la variable u
contienne apres son exécution une valeur approchée de asy a epsilon pres.

3. On revient au cas général ou n > 2.

(a) Montrer que 1 < g(Inn) < n.
En déduire (In(2n)) > n ( on donne In2 ~ 0,69 ).

(b) En déduire que In(n) < f, < In(2n), puis établir 5, ~ 1In(n).

n—-+0o

Exercice 3.3- 11 T ECRICOME 2005

On note ¢ la fonction numérique d’une variable réelle x définie par :

o(2) :m(i”) _ %

— X

. . . X . ,
1. Etudier le signe du quotient suivant les valeurs du réel x.

-
2. Justifier que 'ensemble de définition de ¢ est l'intervalle I = ]—1, 1].
3. Montrer que ¢ est impaire.
4. Démontrer que pour x dans I,
2
x
/ — 27

5. En déduire le tableau de variation de ¢ en précisant les limites de ¢ en 1 et
en —1.

&

(a) Quel est le signe de ¢(x) sur l'intervalle I ?
(b) Calculer la dérivée seconde de ¢ sur I.

(c) En déduire que :

[SCRI N}

‘v’xe[O,—}, 0<¢(x) <

(d) Etudier la convexité de ¢.

7. On définit la suite (u,)nen par :
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(a) On donne In3 < 1,1.

1
alors 0 < p(z) < 3 puis que :

Vn € N, Up € {0, 1}

Montrer que si 0 < x <

N[ —

2

(b) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que :

2
Vn €N, [Upt1| < 3 |y |

Puis que :

121"
v N n <_ Y

(c) En déduire la limite de la suite (u,),en quand n tend vers Uinfini.

Exercice 3.3- 12 T ESC 2012
Partie I - Etude d’une fonction Soit f la fonction definie sur R par : f(z) =

r—e”®

cim.

— 1 et C sa representation graphique dans un repere orthonormé d’unité 2

1. (a) Déterminer les limites de f en +o00 et —o0.

(b) Etabir que C admet une droite asymptote D au voisinage de +oo et
préciser une équation de D.

/()

(c) Calculer lim ——=. Que pouvez-vous en déduire sur la courbe C?
r——00 I
2. Etudier le sens de variation de f et dresser le tableau de variations de f en y
faisant figurer les limites en +o00 et —oo.

3. (a) Etablir que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur R notée
a.

(b) Justifier que « € [1,2]. On pourra utiliser les valeurs approchées : e™! ~
0,4 et e ?~0,1
4. Tracer allure de C et de D en y faisant figurer le réel ae. On pourra utiliser la
valeur approchée o ~ 1,3

Partie IT - Approximation de o On considere la fonction h définie sur R

par : h(x) = e7* + 1. On définit également la suite (u,)nen en posant uy = 1 et,
pour tout entier naturel n, u,+1 = h(uy,).

1. Montrer que ’équation h(x) = x admet comme unique solution sur R le réel
« défini en 1.3.

1
2. Montrer que, pour tout réel x de [1,2], —- <Ah'(z) <O.
e

1
En déduire que, pour tout réel = de [1,2], |h/(z)|leqg—.
e

3. (a) Montrer que h est strictement décroissante sur R.

(b) Prouver par récurrence que, pour tout entier naturel n, 1 < u,, < 2.

On pourra utiliser les valeurs approchées suivantes : h(1) ~ 1,4 et h(2) ~
11,
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4. (a) Enoncer avec précision le théoreme de 'inégalité des accroissements finis.

1
(b) Etablir que, pour tout entier naturel n, |u,+1 — a| < —|u, — a|.
e

1
(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, |u, — af < —.
e

5. Montrer que la suite (u,)nen est convergente et préciser sa limite.

3.4 Adjacentes

Exercice 3.4- 1

Soient a et b sont deux réels tels que 0 < a < b. On considere les suites (u,) et
(v,) définies par : u ¢ = a, vy = b et, pour tout entier naturel n :

Un+on u? + v?
et Up41 =
2 " 2

Up+1 =

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : u, > 0 et
v, > 0.

2

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n : v2,, —u2,, = (u" 5 U”) . En
déduire que, pour tout entier naturel n, on a u, < v,.

3. Démontrer que la suite (u,) est croissante.

4. Comparer v2,; et v2. En déduire le sens de variation de la suite (v,,).

5. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes.

3.5 Implicite f,(z) =0

Exercice 3.5-1

1
Soient n € N*, f,, : x > ﬁ%—n z, R — Ret (C),) est sa courbe représentative.
eiE

1. (a) Déterminer, pour tout réel x, f! (z) et f/ (x).
(b) En déduire que la fonction f,, est strictement croissante sur R

2. (a) Calculer lim, , ., f, (z) ainsi que lim,_, o f, ().
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(b) Montrer que les droites (D,,) et (D)) d’équations y = nx et y = nx + 1
sont asymptotes de (C),)

Déterminer les coordonnées du seul point d’inflexion, noté A,, de (C,,).

Donner I’équation de la tangente (77) a la courbe (C7) en A;.

—~~ N~
SHRECERSE
N — —

Montrer que ’équation f, (z) = 0 possede une seule solution sur R, notée
U,

=

Montrer que l'on a : Vn € N*, _71 < u, < 0.

(c) En déduire la limite de la suite (u,,)

-1

(d) En revenant a la définition de u,, montrer que u, ~ .

n—-4o0o

Exercice 3.5- 2

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on définit la fonction f, par
Vo € R, fu(z) =2" + 92> — 4

1. Dresser le tableau de variation de f,,.

2. Montrer que I'équation f,(z) = 0 n’a qu'une seule solution dans R™, on la
notera u,,.

3. Calculer f, (2) et vérifier que : Vn € N*,  u, €]0, %[

4. Montrer que, pour tout z élément de |0, 1[, on a : f,11(x) < fu(2).

5. En évaluant 'inégalité précédente en x = u,,, déterminer le signe de f,1(u,).

6. Quelle est alors la monotonie de la suite (u,)?

7. En déduire que la suite (u,) est convergente.

Exercice 3.5-3 T ECRICOME 2010

Dans cet exercice, on considere la fonction définie sur R par :

Ve e R, f(x) =ze".

I. Etude de la fonction f. On note C la courbe représentative de f.

1. (a) Déterminer liril f(z). Que peut-on en déduire pour C?
T—r+00

f ()

(b) Déterminer lim f(x)et lim

T—r—00 T—r—00

. Que peut-on en déduire pour C?

2. (a) Pour tout réel z, calculer f’(z) et construire le tableau de variations de
fsur R?

(b) Etudier la convexité de f

II. Etude d’une famille d’équations. Dans cette partie on s’intéresse aux solu-
tions positives ou nulles (si elles existent) de I’équation

(En) flz) =a"

ou n désigne un entier naturel non nul.
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1. Résoudre sur R, I'équation (E)

2. Pour n entier naturel avec n > 2, on pose :

n—1

Ve e Ry, go(x) =" —x

(a) Montrer que g, est une fonction strictement décroissante sur [0 ; +o0.

(b) En déduire que I'équation g,(zr) = 0 admet une unique solution sur
[0; +oo.
On note cette solution a,

(¢) Montrer que : Vn > 2, ay, €]0; 1].
(d) Donner le signe de g,,+1(,) et en déduire que () est une suite croissante.
(e) Conclure quant a la convergence de (a,).

3. Donner, pour n > 2, 'ensemble des solutions positives de 1’équation (F,,).

Exercice 3.5- 4

Soit n un entier naturel non nul. On note f,, la fonction définie sur R par :

fa(z) = Texp (—g) sizx#0et f,(00)=0

1. (a) Montrer que f, est continue a droite en 0.

(b) Montrer que f,, est dérivable a droite en 0 et donner la valeur du nombre
dérivé a droite en 0 de f,.

2. (a) Montrer que f,, est dérivable sur | — oo, 0[ et sur |0, +00|[. Pour tout réel
x non nul, calculer f/(z) puis étudier son signe.

(b) Calculer les limites de f,, en 400, —oo et 07, puis donner le tableau de
variation de f,,.

3. (a) Montrer qu’il existe un unique réel, que I'on notera u,, tel que f,(u,) = 1.

(b) Vérifier que, pour tout n de N*| w,, est strictement supérieur a 1 et que
uy, est solution de I’équation xIn(z) = n.

(¢) Etudier la fonction g définie sur [1,+oo[ par g(z) = zInz. En déduire,

en utilisant la fonction ¢~1, que lim wu, = +oo.
n—-+0o

(d) Justifier la relation Inw,, + In(Inw,) = Inn, puis montrer que In u, ~
n—-+0o

lnn.

4. (a) Montrer que la suite (u,),>1 est strictement croissante.

(b) Montrer que : f,(un11) = exp( ! ).
Unp+1
Un+1
5. On pose I, = [ fu(t)dt.
I, 1
(a) Montrer que : 1 < < exp( ).
Up+1 — Un Un+1

(b) En déduire un équivalent de I,, lorsque n est au voisinage de +o0.

70



Ezxercices de Mathématiques, classe d’ECFE 1 Année scolaire 2012-2013

Exercice 3.5- 5

1. Pour z € R, on pose : f(z) =23+ 5z — 1
(a) Etudier les variations de f sur R.
(b) Montrer que I'équation 2 +5x —1 = 0 admet une unique solution o dans
R. puis établir que 0 < a < %
2. Pour tout entier strictement positif n, on considere I’équation

1
(En):x3+5x:1+g

(a) Justifier que pour tout entier n, '’équation (FE,) admet une et une seule
solution dans R. On note «,, cette solution.

) Déterminer la monotonie de la suite (av,)p>1.
(c) Justifier que Vn > 1, «, > a.

) Montrer que la suite (a;,),>1 est convergente.
(e) Déterminer sa limite.

3. Pour tout entier naturel n, on considere 1’équation
(Fp):2"+5x—1=0

(a) Montrer que pour tout entier naturel n, '’équation (F,,) admet une et une
seule solution sur R;. On note £, cette solution.

1
(b) Démontrer que Vn >0, 0<f, < £
En déduire que lim (8,)" = 0.
n—-+o0o
(c¢) En utilisant I’équation satisfaite par 3,, en déduire lir}rl B
n—-+0o
(d) On souhaite déterminer la monotonie de la suite (8, ).
Pour cela, on considere la fonction f, : © — 2" + bx — 1.

i. Montrer que Vz €]0,1[, faori(z) < fu(z).
En déduire le signe de f,11(8,).

1. Que vaut fn-i—l(ﬁn—i—l) ?
En déduire Vn > 0,  for1(Bn) < fas1(Bng1)

iii. Quelle est la monotonie de la suite (5,), 7

Exercice 3.5- 6 T ESSEC 2001

Pour tout nombre entier n > 1, on considere ’équation (E,) : 2"+ —1 =0 ou
I'inconnue x est recherchée dans [0, +oo[ seulement. On étudiera (F,) a l'aide de la
fonction auxiliaire f :

In(1 — x)

Inzx

fz) =
1. Existence et unicité d’une racine positive z,, de (E,)

(a) Résoudre I'équation pour n =1 et n = 2
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(b) Etudier les variations de la fonction z — 2" + = — 1 sur [0, +oo| pour
n > 1.
En déduire que I'équation (E,) admet une et une seule racine positive
qu’on notera x,, et montrer que 0 < x,, < 1 pour n > 1.

2. Etude de la fonction auxiliaire.

(a) Déterminer le domaine de définition de f et les limites de f aux extrémités
de celuici.

(b) Calculer alors f'(z) et en déduire le tableau de variation de f.
3. Etude de la suite (z,,)

(a) Montrer que f(z,) =n pour n > 1.

(b) Montrer l'inégalité x, < x,.; pour n > 1.

(c) En déduire la convergence de la suite (z,) vers un nombre réel L, et
préciser la valeur de L.

3.6 Implicite f(x)=n

Exercice 3.6- 1

Soit n € N, avec n > 3. On note (£,,) I’équation

3

(E"):ﬁ—l:

n

1. Etudier la fonction 5
T

2 —1

frozw—
sur U'intervalle [2, +00].

On donne V3 ~ 1, 7.

2. Montrer que pour tout entier n > 3, I'équation (FE,) possede une unique solu-
tion, que l'on notera z,,, sur 'intervalle |2, +o0].

3. Montrer que
Vn>3 n—-1<z,<n

4. En déduire la monotonie de la suite (x,), 7

Exercice 3.6- 2 T ECRICOME 2001

Soit f la fonction définie sur R par f : x +— e* — x.

1. (a) Déterminer les limites de f en +oo et —oo
(b) Etudier les branches infinies de f.

2. Dresser le tableau de variations de f.
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3. Montrer que Vn € N, n > 2, I’ équation f(x) = n admet deux solutions de
signes contraires. La solution positive sera notée a,,.

4. Etudier les variations de la suite (a,),>1
5. Montrer que pour tout entier n > 1, on a l'inégalité : a,, > Inn.

6. En déduire la limite de la suite(a,) quand n tend vers l'infini.

Exercice 3.6- 3

Considere la fonction f définie sur [0, 4o00[ par :
flz)=2vwe™

1. (a
(b

)
)

(¢) Etudier les variations de f et dresser le tableau de variations.
)

2. (a

Justifier que f est continue sur [0; +o0o] et dérivable sur ]0; +o0[

La fonction f est-elle dérivable en 07?7

Montrer que I'inage par f du segment [O, %} est le segment [O, \/a

(b) On définit la fonction ¢ : [0, %} — [0, \/g} Démontrer que ¢ admet

r = 2y/ze™®
une fonction réciproque continue que ’on notera g.

(c¢) Dresser le tableau des variations de g.

3. (a) Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. Démontrer que 1’équation
d’inconnue z : g(z) = % admet une unique solution dans l'intervalle

[0, \/a . On notera a,, cette solution.

(b) Montrer que la suite (a,), -, est décroissante.
(c) Montrer que la suite (a,), -, converge vers 0.

4. On considere la fonction de deux variables réelles h définie par :

hz,y) =e *r+y

(a) Déterminer le domaine de définition de h.
(b) Calculer les dérivées partielles premieres.

(¢) Pour tout x réel positif calculer h(x,0).Que remarque-t-on ?

Exercice 3.6-4 T ECRICOME 2011

Le but de cet exercice est I’étude de la fonction f définie sur R par :

pour tout réelx, f(r) =e® —e™*

et la résolution d’une équation. On note Cy la courbe représentative de f.

1. (a) Donner le domaine de définition de f et étudier la parité de f. Que peut-
on en déduire pour la courbe C 7

(b) Donner les valeurs suivantes : lim f(z) et lim f(x) Que peut-on en

T—+00 r—+00 I
déduire pour la courbe Cy?
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2. (a) Calculer f'(z) pour x réel.
(b) Construire le tableau de variation de f .

(¢) Apres avoir calculé f(0), déterminer le signe de f(z) selon les valeurs du
réel x.

(d) Déterminer I’équation de la tangente a la courbe Cy au point d’abscisse
0. On note cette droite 7',

3. (a) Montrer que la courbe C; admet un point d’inflexion que l'on précisera
et étudier la convexité de f.

(b) Construire sur un méme schéma C; et T.

4. Soit n € N, on considere dans cette question I'équation (E,)d’inconnue x :
f(x) =n.
(a) Montrer que I’équation (F,) admet une unique solution notée u,, (on ne
cherchera pas ici a calculer u,). Préciser la valeur de wy.

(b) Soit m un entier naturel non nul, calculer f(In(n)) et en déduire que
Uy, > 1In(n). Quelle est la limte de w,, lorsque n tend vers +oo?

(c) Soit n un entier naturel. Montrer que 1'équation : 22 — nz — 1 = 0 admet
deux solutions réelles que I'on déterminera et dont on précisera les signes.

(d) A l'aide du changement de variable ¢ = e* ,déterminer la solution u,, de
I’équation (F,) pour n entier naturel.
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