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Devoir Surveillé 03 - Eléments de Correction

Exercice 1
Test 103 : voir correction en classe

Exercice 2
Exercice 11 du chapitre Equations différentielles fait en classe.

Exercice 3
Exercice 2 du DM4 : voir correction DM4

Exercice 4
PARTIE I

E={feCR) — VayeR, fla+y) +flz—y)=2f()f)}
F={fe€ — f#0et Iz R f(z) =0}
1. La fonction ”cos” est définie, continue sur R, et
V (z,y) € R?  cos(z+y)+cos(x—y) = 2cos(x) cos(y) est bien connu.
2. Sife&, soit fo:xm folz) = flax).

o fo est définie, continue sur R composée de f et de x — ax continues

oVaryeR,  falr+y)+falr—y) = flaz+ay)+flaz—ay)
or f € € done =2 f(ax) fay) =2 fu(@) faly)

Ceci montre bien que ’ fe& = focé ‘

3. (a) Avec x =y = 0, la propriété devient f(0) + f(0) = 2 £(0)?
donc f(0) = f(0)2 <« f(0) (f(0)—1) =0  ConcLusioN | f(0) € {0,1}

(b) Si f(0)=0,alors YVoeR f(z+0)+ f(x—0)=2f(z) f(0) =0
g
donc 2 f(z) = 0. CONCLUSION ’ f(0)=0 = f=0 fonction nulle‘

(c) Si f(0)=1,alors YzeR f(0+z)+ f(0—2)=2 f(0) f(x)
>~
donc f(—x) = f(x) CONCLUSION ’f(O) =1= fest paire‘

PARTIE II

A- fe€& et f(0)=1 (donc f est paire)
Notons que la continuité de f montre son intégrabilité.

4. (a) Vr > 0, utilisons le changement de variable de classe C* :  z+y=u dx=du
qui donne immédiatement Jo flz+y)de = /y YT f () du
(b) On fixe z € R et on intégre par rapport a y Pégalité f(z +y) + f(xz —y) =
2f(x) f(y)
Jo fla+y)dy+ [ fla—y) dy=2 [, f(z) f(y)dy
—_——
—f(y ) .
& fo (x +1y) dy—i—fo a:—i—y)dy-?fo f()dy f paire
& [T F)du+ [0 fu)du=2 f(x fo voir (a)
f étant paire, on obtient bien| [T f(u)du+ [ f(u)du=2f(z) [, f

1
5. (a) La fonction f étant continue et f(0) = 1, il existe un voisinage de 0 ou f(z) > =.

2

Un tel voisinage contient un intervalle de la forme [0, 7] (avec 0 < 7") ainsi
3r>0, [y fdy=>[,5dy=5>0 Ir>0 [, fly)dy>0
Notons |c=2 [ f(y))dy

(b) La fonction f étant continue sur R, elle admet une primitive F' surR (qu1 est
de classe C'). En utilisant 5- b) 1OUS avons

_f;—i_rf( du+f du_F(x‘i‘T)—F(x—r)
AN R
Comme F ECI(R) HOUS avons feCR)

(c) On reprend le raisonnement précédent sachant que f est de classe C'1. La pri-
mitive I est donc de classe C2, d’ou f est également de classe C 2.

Le raisonnement par récurrence est immédiat :  si f est de classe C™, alors
F est de classe C"*! et f est de classe C"*1.
Conclusion: ¥VneN felC™R) soit

(d) En dérivant la formule établie au 6-b) ¢ f(x) = F(z+7r) — F(xz — 1),
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il vient

[ef'(@) = flatr) = flo—r)|
pef(@) = fl@+r) = f =),

On multiplie par ¢ et on utilise deux fois le résultat précédent :

6. On dérive encore ( f est de classe C*°)

c2f"(@) = flz+2r) — f(x) = f(z) = flz = 2r) = fz+2r)-2f(2)+f(z—
—cf(atr) —cf/(a—r)
2r)
Mais f E & montre que f(x + 2r) + f(x — 2r) = 2 f(x) f(2r), ce qui donne
finalement c¢? f"(z) = 2 f(z) f(2r) — 2 f(z) = soit,

2 (f(2r) —1) f(x)
—_——

=constante

'@ =\ f(@)]

B-
7. Les solutions de I’équation différentielle linéaire (A) y” = py du second ordre
a coefficients constants y = py sont bien connues. L’équation caractéristiques est
2 —u=0
— sip>0alorst=+/n donc y = AeVi® 4 Be VE®
— si =0 alors t = 0 racine double doncy=Az+ B
— sip<Oalorst==xiy/—p donc y = A cos (y/—pz) + B sin (y/—pux)
8. Si f €& alors :
— f n’est pas la fonction nulle donc f(0) =1 (voir 4-b)
— [ est solution de I’équation différentielle (A) : 3" = py (voir 7)
(ceci est une condition nécessaire, a priori non suffisante).

Conclusion :

f(0) =1 et f paire imposent des conditions (nécessaires) sur A et B :
sip>0ilvient A+B=1 et VzeR (A-B) (eVF®—e ViT) =0.
| S —

=2sh(y/px)

A = B =
y = ch (\/ﬁx) qui répond a la question (voir 2 et 3) : f: x> ch (a :c)
sipu =01l vient A =1et B =0 soit
non identiquement nulle et qui vérifie 1 +1=1-1-1) f:

Note : c’est la solution précédente avec o = 0
sip<0il vient A=1et B=0,donc f(z) = cos (y/—ftx) qui convient (voir la
question 1) f: x> cos (a x) a>0

1
Comme le ”sh” n’est pas identiquement nul, — soit
a>0

f(z) =1 qui convient (fonction continue,
T 1

En remarquant que la fonction nulle (qui convient) est la solution précédente avec
a = 0 et que les fonctions cos et ch sont paires, on peut omettre les conditions sur
Q.

CONCLUSION E={z—cos(ar) aeR}U{z ch(az) acR}

9. F est composé des fonctions f € £, non identiquement nulles et qui s’annulent au
E={z cos(az) aeR}

moins une fois sur R. Il est clair que

Exercice 5
j=ei27/3 A={a+bj — (a,b) € Z*}.
1. A est inclus dans C. Montrons que c’est un sous-anneau de (C, +, X) :
— A contient 1 et -1  puisque +1=41+0j5 avec (£1,0) € Z?
— A est stable pour '+’ puisque Va+bj, a’+b'j € A (a,b,a’,b’ € Z)
)

Notonsque 1+j+j2=0 et j2=j

(a+bj)+(a"+b'j)=(a+a’)+ (b+b)je A
—_—— ~—\
€EZ €EZ
— A est stable pour "x’ puisque Va+bj, a'+b'j €A (a,b,a’,b’ €Z)
(a+bj)x(a"+b"j) = aa’"+(ab' +a’b)j+bb" (—1—37)
~———
—j2
= (a+a’" —bb')+ (ab' +a’b-bb")je A
€ Z €EZ

Sous-anneau d’un corps commutatif :‘ (A, +, xX) est un anneau commutatif integre ‘

(z € Us = 28 =

2. Nous avons uG — {1, ei27'r/6 i47'r/6, ei67'r/6, ei87‘r/6, eilO‘fr/ﬁ}

= {17 _anj7 _1aj27 _.7}
D’autre-part, les éléments de Ug sont inversibles dans C

6
1= 2+#0) et Vazels, (l) =L =1

x

, €

_ 1
—1@;61/{6

‘ Ueg contient ses inverses‘

Note :
multiplicatif U.

3.u=14+75 et

Pensemble U, des racines n®™° de I'unité est un sous-groupe du groupe

U={u" — keZ} (k€Zest possible car 1+ j # 0)

(a) Comme 1+ j = —j32, nous avons u® = j12=1=1a".
Ainsi, pour tout entier relatif mn, la division euclidienne
n=6k+r 0<r< 5m0ntrequeu = @W)rur =1Fum =u" € {uf, ut, WP, v u
De plus, {u®, ', u?, v*, u*, v’} =Us est constitué de 6 éléments
différents.

‘ U = Ug est constitué de 6 éléments.




MPSI

Devoir Surveillé- Eléments de correction

2023-2024

” ”

(b) Ug est un sous-ensemble de U, non vide, stable pour ”x”, et contenant ses

inverses.

‘ Ug est un groupe multiplicatif ‘

4. Vze A, N(z)=z7Z.
(a) Tout élément z de A s’écrit 2 =a+bj avec (a,b) € Z2. Alors (voir 1)
N(z)=(a+bj)(a+bj?)=a®+b>j° +ab (j+j°) =a?—ab+b2€Z
N—— N——
=b2 = -1

‘Vz:a—i—bjE.A, N(z)=a?—ab+b%*€Z (a,b)eZ‘

(b) Soit (u,v) € A.
Alors: N(@w)=vT =uzUz =uzu z =uuzzZ=N(u)N(z)

uwdiviseve dze A, v=uz.

ou N(u),N(v),N(z) €N7d’oﬁ‘ u divise v = N(u) divise N(v) dans N ‘

5. H désigne ’ensemble des éléments de A inversibles dans A.
(a) Pour tout élément z € H nous avons 3z’ € A, zz' =1 donc z divise 1.

Le résultat précédent montre que N(z) divise N(1) = 1 dans N,
donc N(z) =1,

c’est-a-dire |z| 2= 1 z€ H = ‘z‘ =1

(b) Avec les notations usuelles de I'énoncé, 2 =a+bj € H = a?> —ab+b%>-1=(.

C’est une équation du second degré en a qui doit avoir une racine entiere
d’ou :
— A=0"-4(b?-1)>03b2<4<be {-1,0,1}
— L’étude des trois cas donne alors :

(b est entier)

— b = -1 a2 +a = 0 = a € {—1,0} soit
z2=—-1—j=42 ou z2=—j
— b=0: a2—1:0¢a6{—1,1} soit z=-1 ou z=1

—b=1: aQ—a:0:>a€{0,1} soit z=37 ou z2=1+3j=—j2
Les seules valeurs possibles pour z sont les éléments de g donc H C Uy .
Comme les éléments de Ug sont inversibles dans U, donc dans A (voir 2)

nous pouvons en déduire que

‘ z € A est inversible dans A & z € H = U, ‘

6. Recherche des diviseurs de w=1—7.
(a) Soit a,b€Z et z=a+bj.Nousavons N(z) =3« a?—ab+b%2—-3=0
On reprend le raisonnement de la question précédente, ce qui donne :

— A=0—-4(b?-3)>0b? <45 be{-2,-1,0,1,2} (b est entier)

— L’étude des différents cas donne alors :

—b=-2: a®>+2a+1=0=a=-1 soit z=-1-2j

— b = -1 > +a -2 =0 = a € {—2,1} soit
z=—2—j ou z=1—j

— b=0: a?2-3=0 quin’apas de solutions entieres

—b =1 : aa-a-2 =0 = a € {-1,2}  soit
z=—14j ou z=2+47j

—b=2: a’-2a+1=0=a=1 wsoit z=1+2j

N(E)=3®z2eD={-2—j,-1-2j,,-1+j,1—j,1+2j,2+;j}

(b) D’apres 4-b, z divise w = N(z) divise N(w)=3 = N(z)=1ou N(z)=3.
— N(z) =14 z € Ug (voir 5-b).
Tous ces éléments z conviennent puisqu’ils sont inversibles dans Ug :
1 1
w=2zX <7w> o -weA
z z
— N(z) = 3 est étudié ci-dessus (6-a).

Il suffit de vérifier que ces éléments divisent € en calculant les quotients :

(produit de deux éléments de A)

w _ 1—3 _ 1—3j -

—2—j 24 (1+52) (—1+H)A+g) 14y

Les cinq autres quotients donnent les cing autres éléments de U g qui sont
dans A.

=j€eA

‘ Les diviseurs de w sont les éléments de Ug U D ‘

Note : les éléments de D et de Ug sont associés par paires (de produit
w) :
w=(-2-7)0) w=(-1-2j)(1+]) w=(-1+7)(=1)
w=(1-7j)(1) w=(1+2j)(-1-7) w=(2+7j)(=j)
7. Puisque w € A qui est stable pour le produit, il lest clair que I =w A C A .
Montrons que I est un sous-groupe de A :
— I # @ par exemple, il contient le produit ww
— I est stable pour I'addition : la somme de deux éléments de I est de la forme
Aw+ N w=A4+A)w ot AN eAd=A+NecA.
— I contient ses opposés puisque —(Aw)=(-A)w o AeA = -decA

‘ I =wA est un sous-groupe du groupe abélien A ‘

Montrons que ZNI C3Z : si l'entier n appartient a I, alors
IXeA, n=Aw donc w divise n. Mais alors N(w) divise N(n), c’est-a-dire
que 3 divise n? dans N, donc 3 divise n (puisque 3 est un nombre premier). n
est bien multiple de 3.
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Réciproquement, puisque N(w)=3 sécrit ww =3, tout élément — les éléments r de U qui sont inversibles
n=3ke€37 sécrit n=wwk ot wkeA (produit de deux éléments de A), — les éléments d de D qui sont de la forme d = % olt r € Ug . On en déduit que
donc nel. 7ZNI =37 d=MAw ou )\:%GL{G est bien inversible.
8. Nous avons vu que les diviseurs de w sont : Les diviseurs de w sont de la forme A ou Aw, avec Ainversible w est premier




