Eléments de correction — DS 02

Exercice 1
1. Pour tout n € N :

£0)-E Q) re-nor-s

p=0 p=0
2. Premiére méthode : Manipulation des coefficients bindmiaux.
(a) Pour tout n € N* et tout p € 1,n

n\ n! B n! . (n—1)! . n—1
p(p)*”“p!(n—p)!*(p—l)un—p)!* p—Dln—1—(p— 1) (p—l)

(b) On peut maintenant calculer
2()-2()-2(5)

p=1

On effectue alors le changement de variable k =p—1:
= n—1 n—1
() -2(7) g () e
p=0 k=0

Ainsi :

3. Seconde méthode : Dériver une fonction.
Soit n € N* et f la fonction définie sur R par

frze= (14+2)"
(a) En utilisant la formule du binéme de Newton, on obtient pour tout n € N* et pour tout x € R :

ra =30 (1= 3 (Darx e

=0 p=0

On gardera plutét la seconde formule soit :

n

f(x) :Zn: (Z)sz =y (Z)zp —ltnz+..+a2"

p=0 p=0

(b) Ainsi si on dérive f(z) = (1 + x)", on obtient f'(z) = n(l + z)"~! et si on dérive lautre

expression, il vient :
n ! n
n n
flz)= E ()r” :E ()xpxzp’l
— \P o \P

p=0
On en déduit donc que pour tout z € R :

n(l+x)" ' = Z (Z) xpxaP~!

=0

(c) En prenant z = 1, on trouve exactement :

n

3 (2) x px 1P~ = (1 + z)?

=0

Cest a dire :

Exercice 2
1. L'équation n'a aucune valeur interdite, nous pouvons done travailler sur E.
Adnsi |2+ 5a| — 4 4> 2+ 5r
des solutions est § = {—F; I},

fou2+0r— -4

2
i

i ¥
ou & — —=. Done Pensemble

2. Llinéquation n’a ancune valear interdite, nous pouvons done travailler sur .
Pour pouvoir résoudre cette inéquation, nous allons étudier le sipne de 4
P . > P p .
s débarrasser des valeurs absolnes. Les racines de 4 — 27 sont 2 et —2, et puisque le

ao
a= afin de

coefficient de &2 est négatif, on va done travailler sur | — oo; =2|U)25 4o o0 4 — o < 0
elsur |[—2:2l ond —a® 20

ssur | oo 22 bocf, 42 =82t 4 =8s 27 1250 Or 2?12 admet
—24/2 et 24/2 comme racines, ce polynome est done strictement positif sur

| — 00; —2v2{U]24/2; 40| — ooy —2[U)2; o0 ;

esur [2:2) |42 =840 = 8e 4@ =0, inéquation qui n’admet bien sir
ancune solution puisque 4 7% est strictement négative.

Ainsi lensemble des solutions est S ] — o —?\f'_:’lt_l]'_’\,.-’r'l; +0al.

3. Lléquation /12r — 4 = 23/7 n'est pas définie sur B, Nous devons avoir 120 — 4 2= 0 ot
o = 0, ce qui donne au final = = —ls done cette équation n'est définie que sur [/ —ls fox|.
Aldnsi
Ve e [3/12r— 4 = 2y/r & 12r — 4 =4z & 16r = 4 < r = . Mais
I'ensemble des solutions est vide.

4. A cause de la racine carrée, on travaille sur [=3, +oc[. Le pitge se situe ici sur le fait qu'on ne
connait pas & priori le signe de =+ 1 :

— Siz > —1alws r+ 1= 0 et pour tout = dans cet intervalle,

y & 1, done

r+d>rrz+leSz+3>(x+ Slzxr"+x=-2
Vitazr+1 3= 1) = 0= a? 2

Omn est alors ramend & déterminer le signe d'un polyndme du second degré dont le diseriminant
=1+3

2

A=1+8=19 les racines sont done ¥ = = 1 et 3 = =2, Le polyndmes du second

degré est done négatif sur [—2,1].
— Sinon < =let x+ 1 <0< /r+ 3, ainsi, tout r € [-:i. -l] est anssi solution.
En conclusion IS‘ =[=2,1|u[=3,=-1] = [-3. 1]|




Exercice 3 Partie B

a) [0:1]

b) ]3:4[w]4:5]

c) {4}

d) |—oc:0[U[2;: 4o (et il n'y a pas d’erreurs!)

Partie C

a) (=) Supposons A C B. On a toujours B C AUB.
Pourze AUB. Quezc Aonzre Bonaxre B done AUR C B, Ainsi
AuB=B.
(=) Supposons AUB = 5. Puisque AC AUB, ona A C B.

b) (=) Supposons A=B. Ona ANB=A=AUB.
(=) Supposons ANB=AUB. Una AC AUBC ANB C B et de méme
BcC Adonec A=EB.




