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Devoir Maison 06 - Eléments de Correction 00 =2
=10 0 0 00 0
EXEI'.CICG 1 ) ) ) 0 0 0 T3 = 00 0 — 03 :>Nn >3,T" = T3Tn=3 — O3l
Partie I - Exponentielle d’une matrice carrée d’ordre 3. 00 0
Soient A et P les matrice définies par : s
—~
11 1 2 1 1 3. T=PAP '« P 'TP=P7'P AP 'P=A<A=P 'TH
A= -1 1 -1 |, P=| -1 2 -1 ) S ) )
9 0 -2 1 -1 1 Par une récurrence rapide, si on suppose A" = P7IT"P, alors A"t! = A" A =
I
1. Montrons que la matrice P est inversible en utilisant la méthode du pivot : Pl pp-1TpP — PT" P donc A" = P 1T"P,¥n € N

2 1 1\ L (100 . .
0 01

2 2
2 1 1\ L 10 0 E()E )= (I+tA+542) (1+14+ 15 4%)
05 —1 | Ly+—Li+2L, | 1 2 0 — T+t A+ A2 Lt A4 11 A% 4 £ A2
— — — 2
0 3 -1 ) Lye—IL,—20L; \1 0 -2 () V(L) € B2, (t+4)
2 1 1 L, 1 0 0 12 4o 4 42
0 5 —1 | Lo 1 2 0 =I+(t+t’)A+fA2
0 0 2 L3 <— 3Ly —5L3 -2 6 10 en utilisant A3 = A* = O4
La matrice triangulaire obtenue ne contient pas zéro sur la diagonale, P est donc
inversible.Continuons le calcul deP~! = V() eRY EMEW)=E({+1t)
4 2 0 Ly +— 2L —Lg 4 —6 -10
0 10 0 Lo<+— 2Ly + Ls 0 10 10
0 0 2 Ls -2 6 10
(b) Para.:E(t) E(—t) = E(t —t) = E(0) = I. Donc la matrice E (¢) est inversible
20 0 0 Li+— 5L — Lo 20 —40 —-60 E(t *1:E_t :I_tA+ﬁA2
0 10 0 I 0 10 10 telle que (£ (1) " = B(=) ;A7
0 0 2 Ls —2 6 10 () [E@®)? = E@)E(t) = E(t+t) = E(2t).Montrons par récurrence que
1 —2 —3 [E (®)]" = E(nt),Vn € N
1 00 Ly +— L1/20 0 1 1 |=p! On a évidemment la relation intialisée & n = 0(E(0) = I = (E (t))"),n=1,n =
I=(0 10| Ly+—Lyyio AL 3 5 2
001 Ly +— Ls/2 Supposons qu'il existe un entier n tel que :[E (£)]" = E(nt), alors [E (¢)]"1" =
0 2 1 [E(t)]" E(t) = E(nt)E(t) = E(nt +t) = E((n + 1)t), ce qui prouve ’hérédité
13 1 T=| 0 0 -1 | =T de la relation et achéve sa preuve en vertu du principe de récurrence.
-1 _ -1 _ 0 0 O %2
2.ab. PAPT = | —-1 1 -1 |P7l= W €N, [E(®)]" = E(nt) = I +ntA + o A2
0 0 O Donc : 2
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Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 2.

Soient B et D les matrices définies par :

=5 5) 2= (e

1. La méthode du pivot en 3 colonnes permet d’obtenir () inversible et

_ 2 1
o=(4h)

2. Un produit matriciel permet de vérifier le résultat.
1™ 0

0o 27

3. D matrice diagonale= Vn € N, D" = ( 0 on ) = ( L0 ) :

OrQ 'BQ=D< B=QDQ ",
QD"Q~ ', ¥n € N*. Relation encore vraie pour n = 0.

(4 ) (4 1)

g (1 on 2 1\ 2 — n
-1 —2xom -1 -1 )~ —2+42x2n

ce qui entraine par une récurrence rapide, B” =

12 .
-1 —2x2" )Q

1-2"
—-14+2x2"

2—2" 1-2"
DoncB":(2n+1_2 2n+1_1>,Vn€N
5. Pour tout entier naturel n non nul, et pour tout réel ¢,
2 — 2’“) 12k
> k=0 ( th > k=0 ( )tk

En(t) = YiomB* = 3
k=0 k! <2k+ _2) "

2 k=0

N (2k+lf' 1) . =
Ek:O Tt

n 2(2t)F—2tF
Zk:o L‘

S VneN, ’an O)=>"1—0 2 _(Qt)k‘ ’b &

2(2t)F —tF

’Cn(t): Z:o ‘ ’d b0 Kl ‘
lim xk - lim n tk
6. n—>+oozk0k' = e*,Vr € R:>n—>+oozkzoﬁ
k
li 2t
t’,n—l>m+OO Zk O(k') :62t.
lim lim

Doncn —l>m—|—oo an(t) = 2et—e* n — +00 b, (t) = 2e? —2¢et, n — +00 ¢, (t) =

lim

el — 2!, n — 400 d,(t) = 2% — €t

lim a,(t) lim ¢,(¢ 9et _ 2t t_ 2t
_ n—-+oo n—-+o0o _ e —e€ e —e€
E(t) = ( im by ()l do(t) ) T EE= < 2% — 2t 262t — et >
n—-+o0o n— 0o

9et et 2t 2
(b) E(t) = ( —9et et >+< 962t 9p2t )ZGt E

@m=(2 L )=mm=(," )=
72)

Ey, E1Ey = 0y, ExEy = 0o

(d) Pour tout t réel, E (t) E (—t) = (e'Ey + €* Ey) (e7'Ey + e 2 Ey) = Ef + E3 =
E(—t) = e 'Ey + e 2B

I, donc E(t) est inversible telle que (B~



