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Exercice 1

sin x cos x
Soit f la fonction définie par f(z) =

(1+ cosz)?
1. La fonction est définie pour tout réel = tel que 1 + cosz # 0
or 1 +cosz = 0 < x = 7[2n] donc le domaine de définition D de f est
|D =R {x2n]}]

2 %0 € D € Dot f(-0) = S ) TSRO ) done

f est impaire.

sin(x + 27) cos(x + 27) sin x cos ¢
3. Vo €D, flw+2m) = (14 cos(z +2pi))2  (1+cosz)? /().
f est périodique de période 27 donc on obtient toute la courbe représentative
de f & partir de celle construite sur | — ;[ par itération. Sachant que de plus f
est impaire et que la courbe est donc symétrique par rapport a l'origine on peut

encore restreindre I’étude & I'intervalle [0; 7[.

4. (a) f est dérivable sur [0; 7] en tant que produit et quotient de fonctions dérivables

sur R donc sur [0; 7[ avec un dénominateur ne s’annulant pas sur [0; 7].

(cos? z — sin? 2)(1 + cos )% 4 2(1 + cos ) sin®  cos

Ve e (07, f'(x) = (1 + cos x)*
2

cos? z — sin? z + cos® z — sin? z cos x + 2sin® x cos x

(14 cosz)3
cos?x — 1 + cos? z + cos® z + cosz — cos® z
(14 cosx)3

2cos?z +cosx — 1
(1+cosz)3
(2cosx —1)(cosz + 1)

(1+ cosx)3
2cosx — 1

(14 cosx)?
Pour tout réel z appartenant a [0; [, (14 cosx)? > 0 donc f(z) est du signe
de 2cosx — 1
2cosr — 12> 0« x€l0;F]
alors f est croissante sur [0; 5
(b) On pose t = m — x alors t tend vers 07 quand z tend vers 7~
sin(m —t)cos(m —t) —sintcost

flm=1)= (14 cos(m —1))? B (1 —cost)?

| et décroissante sur [3; ]

or sin(t) > 0 d’ou sin(t) = /1 — cos?(t).
—/1 = 2(¢
—V/1—cos2(t) cos(t)

fm=1) = (1 — cost)?
flm—1t)= _(1:0(;05)(;) 1+ cos(t) cos(t)
flm—1t)= Q—;(ist)g 1+ cos(t) cos(t)
or tli%l‘*' cos(t) =1 et tliré1+(1 —cos(t)) = 0" donc wl;r;l_ f(z) = -0
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Exerf:ict'aZ o f:NoN g:N—=N
On définit les applications s 3n et s B ( g >

1. VnEN,gof(n):g(Sn):E(%‘) =n. Doncgof:IdN

2. e Sin=0][3] alors 3p € N,n = 3p donc g(n) =p d’olt fog(n)=3p=n
eSin = 1[3] alors I3p € N,n = 3p+ 1 donc g(n) = E (&=

W
S
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=

~—

fog(n)=3p=n—1
e Sin = 2[3] alors 3p € N,n = 3p + 2 donc g(n) = E

p dou

p d’ou
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fogln)=3p=n-—2 Alors, la propriété ¢) impose que I(()) C fdonc U = E = ) qui est faux par hypothese.
Aucune application constante n’est une ouverture.
3. e Soient n et n’ deux entiers naturels. f(n) = f(n') = 3n = 3n’ = n =n’ donc 3°/ Si E = {a}alors P(E) = {0, E}.
I’application f est injective. I constante QI constante {a}
e 1 n’admet pas d’antécédent dans N par f car I’équation 3n = 1 n’a pas de I identité I(0) = {a}, I({a}) =10
solut}ion dans N a.lors' [ n'est pas surject.i.ve.' Quatre applications sont possibles de P({a})dans lui méme :
e f n’étant pas surjective, elle n’est pas bijective. La propriété a) impose I(F) = E et la propriété c)impose I(()) = (). Ainsi, il faut que
I soit 'identité et la question 1 ° montre que cette condition est suffisante.
4. o 1% 2 mais g(1) =0 = g(2) donc 'application g n’est pas injective. Seule l'identité est une ouverture sur P({a})

Soit y € N. On pose n = 3y alors g(n) = y ainsi tout entier naturel y admet au
moins un antécédent n par g défini par n = 3y alors g est surjective.
e ¢ n’étant pas injective, elle n’est pas bijective.

Exercice 3
1° / Il est évident que I vérifie les propriétés, donc ’identité est une ouverture.
2°/ Si I constante (I(A) = U) est une ouverture, la propriété a) impose U = E.

4°/ Pour E = {a,b} , P(E) = {0,{a},{b},E}. Comme ci-dessus, I(0) = Oet
I(F) = E. De plus e) montre alors I({a}) NI({b}) C I(B)) = 0. Ceci; avec I({a}) C {a}et
I({b}) C {b} limite & 4 le nombre de possibilités qui conviennent
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{a} =0 {a} — {a} {a} — 0 , )
I (b} — 0 I (b} — 0 ou [ (b} — {b} ou l'identité
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