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Devoir Maison 01 - Eléments de Correction

Exercice 1
A. Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction définie sur R par

g(x) =e"(1 —x) + 1.

1. g est dérivable sur R et :
g (x) =e*(1 —x) —e® = —ze® qui est du signe —z; donc
e Sur]—o0; 0], ¢(x)>0,donc g est croissante;
e Sur|0; +oof, ¢'(z) <0, donc g est décroissante.
e ¢'(0)=0; g adonc un maximumen 0 : g(0) =1+1=2.
2. Tintervalle [1,27; 1,28] est inclus dans |0 ; +oo[, donc g est décroissante sur cet
intervalle et
9(1,27) ~ 0,039 et g(1,28) ~ —0, 007.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires g étant continue sur I'intervalle s’an-
nule une seule fois en a € [1,27 ; 1,28]. Donc g(a) = 0.

3. Onag(z) =€ —axe” + 1.

On sait que lim e® = lim ze® =0, donc lim g(z)=1.
r——00 T—r—00 r—r—00
Donc g est croissante de 1 & g(0) = 2 : g est donc positive sur | — co ; 0[. D’apres

la question précédente g(x) > 0 sur [0 ; af et g(x) < 0 sur Ja ; +o0f.

T
et +1

B. Etude de la fonction f définie sur R par : f(z) = + 2.

. p . . -
On désigne par Cy la courbe représentative de f dans un repere orthogonal (O, i, ) ;
unités graphiques : 1 cm sur ’axe des abscisses et 2 cm sur ’axe des ordonnées.

1. Déterminer la limite de f en +oco et interpréter graphiquement ce résultat.
1

2. (a) On a f(l‘) = @ + 1.
On sait que lim e* =0,donc lim e"+1=1et lim T —00, donc
T——00 T——00 z——o00 €% 4+ 1
lim f(z)=—oc.
T——00
(b) Calculons d(z) = f(z) — (z + 2) = exil t2-(et2) = g o=

e +1  e*4+1 l4ea

[ 1 } r—zet —x —xe® —x

Or lim fx =0, donc lim d(z) = 0, ce qui montre que la droite (d) dont
r——00 T T— —00

une équation est y = = + 2 est asymptote a C; au voisinage de moins I'infini.

(¢) On a vu que d(z) = Pour 2 < 0, le numérateur et le dénominateur

—x
1+e @
sont positifs, donc d(z) > 0, ce qui signifie que la courbe C; est au dessus de
son asymptote.
3. (a) Sur R, f est dérivable et :
() = e’ +1—we” e(l—xz)+1 _ g(x)
(e +1)* (er+1)*  (er+1)*
Le dénominateur est supérieur & 1, donc supérieur a 0 : le signe de f'(z) est
celui de g vu dans la partie A.
On adonc f/(z) >0sur ] —oo; afet f/(x) <0sur |a; +oof.

1
(b) On sait que g(a) =0 e*(1—a)+1=0e*(l—a)=—-1&e* = T
a—
-1
Donc f(a) = P S N ) P SN S S )
e* +1 1 1 1+a—1
a—1

Conclusion : f(a) =pa+q,avecp=1et ¢ =1.

(c) Des questions précédentes on déduit que f est croissante sur | —oo ; «f de moins
linfini & o + 1 et décroissante sur o ; +oo[ de a+ 1 & 2.

4. Tracer la courbe C; dans le repére avec ses asymptotes et sa tangente au point
d’abscisse a.

C. Encadrements d’aires

1. Voir plus haut.

x x
ol e el

D’autre part & > 2 = e* > ¢?

Ore? ~ 7,38, doncx >2=¢">7%8"%>T+T7" < 8" >T7(1+e%) &

1
2. Onae”+1>ez<:>7>
e

\

1 < 7 - T, < T
=5 sxe X
e? 4+ 1"~ 8e” 8x e* 41
7
On a donc pour x > 2, —xe ™™ < ”x < ze %,
8 e +1
3. On pose u(z) =z et v'(z) =e %, dout :

u'(z) =1et v(z) =—e7.
Toutes ces fonctions étant continues car dérivables sur R, on peut intégrer par
parties :
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A L e —a]n —=" 7[ <A, <1,
I, = [—ze ]27276 dz = [—we ]2—[e ]2: g N X An
[—e " (z + 1)]2n= —(n+1)e "™+ 6;2(2;— 1)=3e2—(n+1)e ™ 5. I, =3¢ — (n+ 1)e"
4. OnaAn:/ [f(z) —2] dx:/ dz. 1
2 o e*+1 Ona lim 2 Tl 0, donc lim I, = 3e~2. On en déduit :

En utilisant 'encadrement de la question 2, on a : n—4oo e" n—r+00

n 7 n
/ —ze Pdrx < A, < / ze * dz soit : ge*2 < lim A, <3e72

2 8 2 8 n—-+oo



