Chapitre 22
Séries

22.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 22.1 (Séries)
Soit (uy,)n>0 une suite.

On appelle série de terme général uy, la suite S définie par ¥n € N, S,, = >y, et
k=0

on la note traditionnellement » uy.
k>0
(Sn) est appelée la suite des sommes partielles.

Définition 22.2 (Convergence)

Dire que la série Y uy converge signifie que la suite (S,,),>o converge.
>0

Dire que la série Y uy, diverge signifie que la suite (S,,),>o diverge.
>0

Définition 22.3 (Somme)
Soit > uy une série convergente.

k>0
+o0o
On note ) uy la limite finie de la suite S et on I'appelle somme de la série » .
k=0 k>0
Remarque :

e > i _ouk : terme de rang n de la Sdtg uy : Sp.
® D >0kt Sdtg ug : (Sp).

° Z;ﬁ% ug : somme de la Sdtg ug : limy, 400 Sp-

Exemple :
Calculer les 4 premiers termes de la série ) 35
k>0
1
nog 1= 13
a 3 3

La suite des sommes partielles (.S,,) converge vers %

Donc la série de terme général 3% converge et sa somme vaut %
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Proposition 22.1 (Opérations sur les séries)
Soit A un nombre réel et soient Y uy et Y vy deux séries convergentes alors

k>0 k>0
+00 +00 +o00
e la série Y (up + vi) est convergente ety (up +vg) = > up + Y Ug.
k>0 k=0 k=0 k=0
+oo +0o0o
e la série Y Auy est convergente et Y Aup = A > ug.
k>0 k=0 k=0

Définition 22.4 (Convergence absolue)

Dire que la série Y uy, est absolument convergente signifie que la série Y | uy | est
k>0 k>0
convergente.

Proposition 22.2 (Convergence absolue et convergence)

Si la série > uy, est absolument convergente alors la série » . wy, est convergente.
k>0 k>0

Exemple :

(—1)F (—1)k : -
> 3 est absolument convergente car > | 3% = > 3 qui est une série conver-
k>0 k>1 k>1

_71 k
gente. Donc on en déduit que la série ( 3k)
k>0

Remarque : On obtient la convergence de la série mais pas la valeur de la somme.

est convergente.

22.2 Séries de références

Rappel :
n 1— qn+1
Soit n € N*, pour tout nombre réel ¢ différent de 1, on a > ¢* = —_—
k=0 -9

Proposition 22.3 (Séries géométriques)
La série Y ¢* (resp. Y kq*~1, resp. Y k(k—1)¢*~?2) est convergente si et seulement

k>0 k>1 k>2
si| q |< 1. Dans ce cas
JFZOIO k 1 Jiok k—1 1 %ij(kj ) k—2 2
¢ =" ¢ =T -1)¢"* = —.
k=0 1 - k=1 (1—-q)?* = (I—q)®

Proposition 22.4 (Série exponentligzlle)

Pour tout nombre réel x, la série » o est convergente
k>0 K

+oo xk

i=o k!

xz

et = e’.

‘¥ Point Méthode : Soit la série de terme général %
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VN € N,

N

>

k=0
N

>

k=0
N

2

k=0
N

2

k=0
N o2 13k 45
Qk

2k2 4+ 3k+5
2k

2k* + 3k +5
ok

2k +3k+5
2k

2k +3k+5
2k

k=0

Les séries de termes généraux k(k — 1) (%)k_z, k(3

car |1 < 1.

Des lors la série de terme généra,

2k — 1)+ 2k + 3k +5

9k

k=0
N

2k(k —1) +5k+5
2 T
k=0
N N N

2k(k —1) 5k 5
P DB DI
k=0 k=0 k=0
N N N

1 k(k—1) 5k 1
Z§X 9k—2 +Z§X2k—1+z5xﬁ
k=0 k=0 k=0

N k—2 N k-1 N k
1 1 ) 1 1
=Y kk—1)(= =Y k= =
sxu-n(y) +336() w2 ()

-1 k
et (%) sont convergentes

~—
=

2
1 23545 converge et sa somme vaut

+oo +o00 +oo +00
2k% + 3k + 5 1R k(k—1) 5 k 1
AR Oy LS Y g
k=0 k=0 k=0 k=0
<X 22 43k +5 1N k(k—1) 5 &k =1
Z ok - 92 9k—2 + 2 ok—1 +5 Z ok
k=0 k=2 k=1 k=0
+§2k2+3k+5 ol 5 1
Pt 2k 2(1—-42 2(1-1%)2 "1-1

‘% Point Méthode :
VN € N,

N

>

k=0
N

2

k=0
N

2

k=0
N

D

k=0
N

>

k=0

2k +3k+5
k!

2k2+3k+5
k!

2k +3k+5
k!

2k +3k+5
k!

2k +3k+5
k!

. ’ . /7 7/ 2
Soit la série de terme général 2-=23KE5,

2k — 1) + 2k + 3k + 5

k!
k=0
N ok(k—1) Bk 5
D A (R
k=0
N N N
k(k —1) k 1
2y ot > TRk > o
k=0 k=0 k=0
N 1]672 N 1k71 N 1
2 040 5 0 5y —
SR Dyreer ) REEURD Do v D DS
k=2 k=1 k=0
N-2 . N-1 _ N
1t 17 1*
2) = 45) —+5) o
i=0 j=0 k=0
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La série de terme général % converge.

\ Id . 7’ 7’ 2
Des lors la série de terme général W converge et sa somme vaut :

+o0 +oo 44 +oo L +o0
2k? 4+ 3k +5 1 19 1k
2T TRyt iy
k=0 i=0 j=0 k=0

+oo
2k* + 3k +5
§EETEETO _ gel 4 5el 4 et

k!
k=0
SR k2 43k +5
Z TR 19
k!
k=0
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Fiche 29 - Séries

Exercice 1
Justifier la convergence des séries suivantes
et calculer leurs sommes :

o0
n(n — 1)
- y s D
Z n(n —1) n=1
n=1 [oe]
1
> n? Zn!
N n=0
Z 5n’
n=1 0o 4(_1)n+1
. 402 + 5n P
y o o
hn n=0
n=1
’ |
— 3n o (n+1)!

Exercice 2
Justifer la convergence et calculer la somme

) (-3)"
(%)

des séries suivantes :
1. Pour k>0, up = (2k + 1
2. Pour k >0, up = (k> + k+1)
3. Pour k >0, up = (4k — 1) (3 )
4. Pour k > 1, u, = (2k?—2k+1) (3) k=1
5. Pour k >0, up = (3k +2) ( )k+2
Exercice 3

Justifier la convergence et calculer la somme
des séries de terme général, k € N :

Exercice 5
Pour n, k entiers naturels non nuls, on pose

up =1/k, U, = Zuk
k=1

1. Montrer que pour tout x > 0, on a :
x> In(l+x).
2. En déduire U,
lim (U,).

n—-+00
3. On pose vy
n

S
k=1
(a) Exprimer V,, en fonction de w1

et déterminer lim (V).
n—+o0o

(b) En déduire la somme de la série

> In(n + 1) et

Up — ug+1 et 'V,

de terme général
N*.
4. On pose wy = v — Vg1 et W,
n

E Wi, .
k=1

n(n+1)’ ne

(a) Déterminer lim (W,).
n—+oo
(b) En déduire la somme de
la série de terme général
1
n € N*.

n(n+1)(n+2)’

Exercice 6
On admet, pour tout entier naturel k et
pour tout réel z de [0;1], que la série

3k —2k+1 N
2% — 1 Uk = k! Z (k) " est convergente et on mnote
Up = kl n>k
2k? 3k 1 _ k2 S ()
= 2 —3k+1 up = sk(:v)—z<k>w -
k! n=k
= k2 . k2 — 2k +3 )t 1. Vérifier, pfur tout réel x O}Ce [0; 1],
(k+1)! R E! so(z) = et 51(7) = —5
Exercice 4 1—x (1-2)
. 1 . 2. Pour tout couple d’entiers naturels
Soit u, = , p entier naturel
2p—1)2p+1) (n,k) tel que k < n, montrer :
non nul.

1. Déterminer a et b tels que u, =
a b

+ .
2p—1 (2p+1)

n
2. Calculer S,, = Zup.
p=1
3. En déduire la somme de la série de
terme général u,,p > 1.

n+1\ [ n n
<k+1>_<k>+<k+1>
3. Pour tout entier naturel k£ et pour tout
réel x de [0; 1], déduire de la question

précédente que sgyi1(x) = zsp(z) +
xSp11(x).
4. Montrer, par récurrence :
2k
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Programme de Colle 26

Chaine de Markov

Révisions : probabilités et VAR

e Poincaré, composées, totales. Loi
d’une VAR, fonction de répartition.
Formules de calcul de I'espérance et

de la variance.

Séries

3. Pour k£ > 0,
w =02 (3)
4. Pour k > 1,
A\ 2
U = (k2 + 1) <>
5
5. Pour k£ > 0,

e Définition de série, convergence,

convergence absolue, propriété de
linéarité

Séries de référence (géométrique,

Exercice 2

up = (3k — 2) (;)M

Justifer la convergence et calcule la somme

exponentielle)

Exercices possibles

Exercices 1 4 6 semaine 25

Exercice 1

Justifer la convergence et calcule la somme
des séries suivantes dont le terme général

est :
1. Pour k£ > 0,

uy, = (3k) <—;>k

2. Pour k£ > 0,

186

des séries suivantes :

1.
B

2.
2%k +1
U=

3.
k2
U !

4.
k3
U=

5.
K-k
Uk =

6.
_k:2+1

ue =~ @



