Chapitre 10

Systemes d’équations linéaires

10.1 Définitions

Systeme :
Soient p et n deux nombres entiers non-nuls.
On appelle systeme d’équations linéaires de n équations a p inconnues (appelé
aussi systéeme n X p) un systeme de la forme :

a1,1%1 + a1,2T2 + ..+ a1 pTp = b1 (Ll)
(S) A21%1 + A22%2 + .. + G2,Tp = by (Lo)

An1%1 + ApoTa + .. + Anpty = by (Ly)

ou les (a; j)1<i<n €t (b;)1<i<n sont des nombres réels et 1, .., z, les inconnues,
I<i<p
a;; s’appelle le coefficient de la j"¢ inconnue z; dans la i équation (L;).
Systeme carré :
Si n = p, on dit que le systéme (.5) est carré d’ordre n.

Systéme homogene :
On dit que le systeme (.5) est homogene (ou sans second membre)
si seulement si by = --- =5, = 0.
Dans ce cas, (0;---;0) est solution de (.5).

Systéme homogene associé :
On appelle systéme homogene associé a (S) le systeme obtenu a partir de (S)
en remplacant tous les nombres b; par 0.

Solution d’un systeme :
Résoudre un systeme, c’est déterminer toutes les listes de nombre réels (z1, .., z)
vérifiant simultanément les n équations Ly, .., L,,.

Systeme équivalents :
On dit que deux systemes () et (S") sont équivalents si et seulement si ils ont
les mémes solutions

Définition 10.1 (Systéme triangulaire)
On dit qu’un systeme (S) est triangulaire si et seulement si
Vie{l;.;n}, Vje{l;.;p} aveci > jonaa;; =0.
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Autrement dit le systéme (S) est de la forme

(
1121 + a12%2 + 41,373 + a1,4%4 + ...+ a1 pTp = b1 (L
A2,2T2 + A2 3%3 + A2 4%4 + ... Ty = by (Lo)
(S) as3%s + aga%s + ..+ azpr, =bs (L

\ AT + oo+ AppTp = by, (L)

Définition 10.2 (Opérations élémentaires)
Soit (S) un systéme nxp. On appelle opération élémentaire I'une des trois opérations
suivantes.
1. L’échange de la i®™ ligne L; et de la j*™ ligne L; se note L; — L;
2. Soit A un nombre réel non-nul.
Le remplacement de la i®™¢ ligne L; par la ligne A\L; se note L; AL,
(on a multilplie la i*™ ligne L; par \).
3. Soit A un nombre réel quelconque.
Le remplacement de la i®™¢ ligne L; par L; + AL; se note L;  L; + AL,
(on a multilplie la j°™¢ ligne L; par X et on a ajouté le résultat a la i ligne)

Théoréeme 10.1

Tout systeme obtenu a partir de (S) en transformant I'une des ses équations par une
transformation élémentaire est équivalent a (.5).

10.2 Reésolution des systemes

10.2.1 Pivot de Gauss

C’est la méthode fondamentale dans la résolution des systemes linéaires.
Elle utilise les opérations élémentaires précédentes et permet d’obtenir des systemes
équivalents autrement dit qui ont exactement le méme ensemble de solutions.

Exemple :
Résolvons le systeme suivant :
r +y +3 = 6
[1]z 4y +z 6 (L) 3y -3 = -9
2x -y +z = 3 (L2) z =3
3x —Z 0 (Ls)
r +2 +3 = 6
Y = 2
r +y +z = 6 (L1) z =3
y —Z = -9 (LQ —L2—2L1) =1
—3y —4z = -—18 (Lg —L3—3L1) _
y=2
z=3
x 4y +z = 6 (L) Finalement le systeme a une
-3y —z = -9 (L9 unique solution (1,2,3). Autrement
-3z = =9 (L3 — L3—Lo) dit D’ensemble des solutions est
: | 2,
Apres la descente, on obtient un systéme triangulaire.
On peut maintenant effectuer la remontée.
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10.2.2 Forme générale des solutions

Soit (S) un systeme de taille n x p. Le pivot de Gauss permet d’obtenir un
systeme (S") équivalent au systeme (S) de la forme suivante :

/ / / 1)
aJlel —I— a172$2 + ‘I— aLpIp — bl
> équations principales

’ / Y

QT + o+ @y Ty = by
Y

0 - br+1

z
<

équations auxiliaires

o
\ 0 =0,
Alors le systeme (S) admet des solutions si et seulement si toutes les équations auxi-
liaires sont vérifiées.
Si une des équations auxiliaires n’est pas vérifiée, il n’y a pas de solutions au systeme.

Supposons que dans (S’), toutes les équations auxiliaires soient vérifiées.
Ainsi (57), et a fortiori (), est équivalent au systeme suivant :

ah 101+ @) oro + ot al ,r, =0 (L)
(5")
y, Tp 4+ ay v, =0 (L)
avec a;; # 0 Vi € {1;..;r}.

1. Puisque a;. . # 0, on peut donc exprimer z, en fonction de x,,1, .., ).

: : , :
2. On substitue z, dans (L, 1) et puisque a; ;, ; # 0, on exprime z, ; en
fonction de 41, .., 7p.

3. On itere le processus et on obtient au final que (.5) est équivalent & un systeme
(S") de la forme

A " //
Ty =AY 1 Tpp1 + o+ af T, + 0
_ S " //
Ty = Ay, 1 Tpy1 + . + 5,0 + by

(5")
_ " " /!
Ty = Uy Trgp1 + o+ G, T + by
et les variables auxiliaires x,1, .., x, pouvant prendre toutes les valeurs réelles.

Ainsi ’ensemble des solutions du systemes (.5) est

( " " /!
Y 1 Trp1 o+ aq T, + b

" " /!
Qi1 Trp1 + o+ )T, + by

, Trr1 €ER, Lz, €R
Tr41

\ Tp Y,

Il y a donc ici une infinité de solutions.
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Exemple :
Résolvons le systéeme suivant :
x +2y —z  +t 6 (L) { 2e +2y —z +t = 6
T +4y -2z +2t = 3 (Lg) 6y =3z +3t = 0
-2 —t = L
3z y +2 9 (Ls) On obtient un systéme triangulaire
—dy +2z =2t = 0 (Ly) . o
contenant deux inconnues princi-
x +2y —z 4t = 3 (Lj) . :
pales x et y et des inconnues auxi-
liaires z et t.
2 +2y —z 4+t = 6
@y =3z 43t = 0 (L2 2Ly —Ly) 2r 42y = 6 4z —t
—10y +5z =5t = 0 (Lg 2L3 —3L1) 6y — 3z —3t
—4y +2z =2t = 0 (L4 L4)
+2y —Z +t = 0 (L5 2L5 — Ll)
{ 2v 2y = 6+z—t
1
= 3(z—t
2 +2y —z +t = 6 Y 2 ( )
6y -3z 43t = 0 . — 3
0 = 0 (Ls 3L3+5Lo9) { 1 (2= 1)
0 = 0 (Ly 3Ly+2Ly) ¥y = 32
0 = 0 (Ls 3L5 — Lo) Finalement 1’ensemble des solutions
est {(3,5(2—1),2,t), 2 € Rt €
Les trois équations auxiliaires sont vérifiées, le systéeme R}.
est donc équivalent a :

10.2.3 Systéemes de Cramer

Reprenons le systeme (S’) dans le cas ou n = p et voyons le cas particulier ou il
n’y a pas d’équations auxiliaires autrement dit » = n.
ay 171+ @y 9T2 + o+ Ay, Ty = b)
(S
an . an =0,

n,n'n

La remontée nous montre que ce systeme admet une unique solution.

Définition 10.3 (Systéme de Cramer)
Dire qu’un systéme carré est de Cramer signifie qu’il possede une unique solution.

Théoreme 10.2
Un systeme (S) carré d’ordre n est de Cramer si et seulement si le pivot de Gauss
fait apparailtre n pivots successifs non-nuls.

Proposition 10.1
Un systeme (S) carré d’ordre n et homogene est de Cramer si et seulement s’il
posséde comme unique solution (0; ..; 0).

Proposition 10.2
Un systéme est de Cramer si et seulement si son systéme homogéne associé est de
Cramer.
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Fiche 15 - Systemes linéaires

Exercice 1 11.
Les systemes suivant sont-ils résolubles. Si r+y+2=0
oui, expliciter les solutions : 20 + 3y +22 =2
—r+y—2z=7
1. 3r—4y —3z2=4
—r—y+2z=-1 19.
3z +2y—4z=1 T4+y—32—t=0
r+3y—62=>5 20 +y— 5z +4t =4
9. r—2y+3t=-2
2r —3y =38 —r+y+z-2t=1
dr —dy+2=15 13.
2z +42 =1 20 — 3y =8
3. de —dy+2=15
20 +b+c—3d=1 20 4+4z=1
a—2b+c+d=-2
—a+b+5c=1 Exercice 2
30—-% —c—d—=—9 Résoudre par la méthode du pivot en dis-
2% —btc—d=—1 cutant suivant la valeur du parametre A les
systemes suivants. (Indication : on pourra
4. Z—y—2=0 échanger des lignes afin de manipuler un pi-
2% — 2y — 22 =0 vot fonction de X\ le plus tard possible)
—z+y+z2=0 1.
5 (1-XNz+y=0
2r4+y+2z=-5 (Ex):q —2+2-ANy+2=0
204+ 13y — 7z = —1 r+(1-XNz=0
r—y+z=1 9
6. 2-Nz+y+2z=0
jjj;igji__ll (Ey):R z+(2-Ny+2=0
2+ 5y + 2 =1 THy+HE=N)z=0
7 3.
y+z+t=-1 1-XNz+y+2z=0
r+z+t=0 (Ex): ¢ 2+ (1—-Ny+2=0
r+y+t=1 r+y+(1—-Nz=0
r+y+z=2

Exercice 3

8. Déterminer ’ensemble des polynomes P de

2ety+z+t=-5 degré 3 vérifiant
20 +3y—3z+t=-1

r—y+z—t=1 PQ1)=P(-2)=1
9. P'(1)=1
r+y+z+t=1 .
2r+y—z+t=4 E}ferc1ce4 /
Ty 42 —t=-2 Soient a.e‘E b deux r(?els.
3r+y+z=0 On considere le systeme
10. ar+2y—z=1
20 4+y+2=3 (Eap):y —z+3y+z=>b
r—y+32=28 20 — Ty + 3z = —2
r+2y—z=-3

Résoudre le systeme selon les valeurs de a et
IL’+y+2Z:—1 de b.
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Programme de Colle 13

Continuité et Dérivabilité

e Théoreme de prolongement
continu. Théoreme de prolonge-
ment de la dérivée.

des valeurs
termédiaires et propositions sur
I'image par une fonction conti-
nue d'un intervalle. Inégalité des
Accroissements finis. Lien entre
convexité et propriétés des dérivées
successives.

e Théoreme in-

Résolution de systemes linéaires
e Définitions (systéme homogene,
carré, triangulaire, de Cramer)

e Méthode : pivot de Gauss

Exercices possibles
Exercices 1 a 4 semaine 12

Exercice 1
Les systemes suivant sont-ils résolubles. Si
oui, expliciter les solutions :

1.
z—3y+62=0
6r — 8y +122=0
3z —3y+4z=0

—r+2y+2z=3
20 —y—z=05
—r—y—z=1

—r+y=0

r+y+z2=0
y—z=0
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2r4+y=2
r+2y=1
z+y=1

r4+3y—z+t=1
204+ 13y — T2+ 2t =2

r—y+z2z2+t=0
r+Ty—4z+t=-1

u+w=1
v4+w=0
u+v=12
u+3v=0

r+y—t=1
—z+y+2=0
-y+z+t=0

r—z+t=1

Exercice 2
Résoudre les systemes selon les valeurs de A
ou A € R.

1.
(1-=XNz—-3y+62=0

6r— (8+Ny+122=0
3 —3y+(4—-XN)z=0

(Ex) :

—“Ar+2y+22=0
20 — Ay — 2z =0
—x—y—Az=0

A +y=0
r—Ay+z2z=0
y—Az=0

(Gy) :



