Quadrature n° 87 (2013) 21-29
© Quadrature, 2013

Jouons un peu...
...a DOBBLE!

par Marie et David HEZARD*

Résumé.

Dans cet article, nous nous intéressons au jeu DOBBLE. Aprés en avoir présenté le principe,
nous ferons, dans un premier temps, des raisonnements de combinatoire élémentaires sur
Ie jeu, puis nous parlerons de jeu optimal en utilisant des résultats de base d’arithmétique
(identité de BEZOUT) sur les corps finis de cardinal premier.

Dans un deuxiéme temps, nous parlerons des plans projectifs finis (qui sont autant de jeux
DOBBLE !), qui nous permettront de construire explicitement des jeux DOBBLE optimaux.

| Regles du jeu DOBBLE

Commencons par préciser les regles du jeu
DOBBLE !

Le jeu est constitué de 55 cartes : sur chaque carte,
8 symboles 2 a 2 différents. La particularité de ces
cartes est que 2 cartes prises au hasard ont exactement
un symbole en commun.

Chaque joueur dispose d’une pile de cartes et au mi-
lieu de la table se trouve une autre carte. Il faut étre le
premier a trouver 1’unique symbole commun entre sa
propre carte visible et celle du milieu.

On se pose ici les questions suivantes : combien de
symboles au minimum doit-on avoir pour créer le jeu ?
Quel est alors le cas optimal (c’est-a-dire qui maxi-
mise le nombre de cartes, le nombre de symboles étant
donné) ? Peut-on alors décrire un algorithme permet-
tant de construire un tel jeu ?

RS
A

A n et g fixés, on va déterminer quel est le plus
gros jeu de cartes qu'on peut construire (c’est-a-dire
on cherche r maximal).

Pour modéliser un jeu de telles cartes, on peut uti-
liser un tableau & n colonnes et r lignes tel que sur la
ligne 7, on place un e dans la j-i@me colonne si le sym-
bole jest présent sur la carte i. Sinon, on laisse la case
I Modélisation vide,

- Dans I’exemple précédent, on obtient le tableau :
Nous noterons ici les symboles 1, 2, 3, ... et nous

supposerons qu’il y en a n (n = 57 dans le jeu). Nous S PR
noterons r le nombre de cartes (r = 55 dans le jeu) et " .|
g le nombre de symboles 2 a 2 différents sur chaque L °
carte (g = & dans le jeu). . .
Ainsi, si n = 6 et ¢ = 3, on peut construire le jeu
suivant, avec r = 4 cartes : Les questions se reformulent de la facon suivante :
si on se donne le nombre de colonnes (c¢’est-a-dire »)

% Professeurs au Lycée DESCARTES de TOURS.
1. Jeu édité par ASMODEE et PLAY FACTORY et le nombre de cases non vides sur chaque ligne (c’est-
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a-dire g). quel est le nombre maximal r de lignes que
peut avoir un tableau avec les contraintes voulues 7

Il Toutes les cartes ont un méme
symbole en commun

Ce cas n’a aucun intérét d’un point de vue ludique
mais examinons-le.

Notons par exemple 1 le symbole qui est commun
a chaque carte. Alors, chaque carte a ¢ — 1 symboles
qui ne sont présents sur aucune autre carte. L.e nombre
total de symboles est donc n = 1+r(g—1). Ainsi, sin
et g sont fixés, alors le nombre maximal de cartes est

r:E(@)
g—1 )"

IV Aucun symbole n’est présent
sur toutes les cartes

V.1 Quelques majorations

Soit j € [I,n]. On note r; le nombre de cartes qui
contiennent le symbole j. 1l existe donc au moins une
carte C ne contenant pas le j.

La carte C a donc ¢ symboles tous différents de ;.
Cette carte a exactement un symbole commun avec
chacune des r; cartes qui ont le j et chacun des sym-
boles de la carte C est commun avec au plus une de
ces r; cartes. On en déduit que

risq

De plus,
ri+nrn+4..+m—qr

Avec I'inégalité précédente, on en déduit que
r<n (D)

Par ailleurs, quitte & renommer les symboles, on
peut supposer qu'une carte C a exactement les sym-
boles 1, 2,...,g. Soit E; ’ensemble des cartes ayant le
symbole j. Comme toute carte a exactement un sym-
bole en commun avec cette carte, on a Card(E; UE, U
...UE,) = r. De plus, comme C est I"'unique carte ap-
partenant a I'intersection de deux quelconques des E;,
ona:

Card(ErU B Ui WEy) =i+ ..oty t+1—1¢
On en déduit une seconde inégalité :
r&q’ ~g+1 | 2)

Enfin, si j € [1,n],ona:

—1
)

En effet, chacune des r; cartes ayant le symbole j a
d’une part le symbole j et g — 1 autres symboles qui
ne sont pas sur les autres r; — 1 cartes ayant le j. Sur
I’ensemble des r; cartes ayant le symbole j, on utilise
done rj(g— 1)+ 1 symboles d’ot : r;(g—1) <n—1.

V.2 Peut-onavoirr=n?

Supposons qu’on ait » = n. Alors, on a nécessaire-
ment, pour tout j € [1,r], r; = g et la formule du crible
utilisée précédemment donne alors n =7 = g2 =gl

Dans ce cas, nous allons essayer de créer un jeu avec
r = n cartes (qui est donc optimal d’apres (1)). On pro-
céde de la facon suivante :

e On place 1,2, ..., g sur la premiére carte.

e Onplace I, g+ 1, g+2,....2g — 1 sur la seconde
carte.
o ..
e Onplace 1, k(g—1)+2, k(g—1)+3,..., k(g —
1)+ g sur la k+ 1-ieme carte ol k € [0, — 1].
On a ainsi défini les ¢ premiéres cartes, ce qui donne
sur les g premiéres lignes du tableau carré de taille n
{poutg—d —n—13):

1|2, 344(5:6:7(8,9,10]11,12,13

Toa = [ 1 I
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e Surles g — 1 cartes suivantes (cartes numérotées
de g+ 12a2g— 1), on place le symbole 2,

e Surles g— | cartes suivantes, on place le symbole
3

e Sur les g — | derniéres cartes, on place le sym-
bole g.

Cela donne, sur le tableau :
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Reste un sous tableau carré, que 1’on appellera le

(g—1)°

sous tableau bordant, de taille g* — 2g + 1
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On constate que la méthode ne fonctionne pas pour
g = 35 : par exemple, les cartes 6 et 14 ont les sym-
boles 6 et 14 en commun, ce qui est contradictoire avec
ce que 1’on voulait. Nous allons voir que le probléme
vient du fait que ¢ — 1 est non premier.

V.3 Cas ou g — 1 est premier

Montrons que, dans ce cas, notre construction nous
donne un jeu correct.

Soient deux cartes du jeu, il faut montrer qu’elles
ont un et un seul symbole en commun. Si, au moins
I’une des deux cartes est une carte dont le numéro est
compris entre 1 et g, cela est clair. Etudions donc le
cas ol les deux cartes appartiennent au sous tableau
bordant.

1. Cas ol les deux cartes appartiennent & la méme
ligne i de blocs du sous tableau bordant, I’'une des
cartes étant la a-eme et la deuxiéme la b-éme du
blocavec 1 <a<b<g-—1.

Alors ces deux cartes ont un et un seul symbole
en commun dont le numéro est compris entre | et
g:c’esti+ 1.

Dire qu’ils ont un symbole en commun dont le nu-
méro est strictement supérieur a g, signifie qu’il
existe k € [0,g—2] tel que a+k(i— 1) =b+k(i—
1) modulo g — 1, soit @« = b modulo g — 1 avec
1 <a<b<g—1,cequi est absurde.

2. Cas on les deux cartes n’appartiennent pas 2 la

méme ligne de blocs du sous tableau bordant. La
premiére carte est la a-eme de la i-éme ligne de
blocs et la deuxiéme est la h-eme de la j-éme
ligne de blocs avec 1 <a,b<g—1letl1<j<
i<g—1.
Alors ces deux cartes n’ont pas de symbole en
commun dont le numéro est compris entre 1 et g.
Dire qu’ils ont un symbole en commun dont le nu-
méro est strictement supérieur a g, signifie qu’il
existe k € [0,g—2] tel que a+k(i—1)=b+
k(j— 1) modulo g — 1, soit k(i — j) = b — a mo-
dulog—1.0ri—je [l,g—2]. Comme g—1
est premier, { — j est premier avec g — 1 et donc
inversible dans Z/(g — 1)Z, et admet un unique
inverse dans le corps Z/(q — 1)Z, qui admet un
unique représentant k dans [0, — 2]. Ainsi les
deux cartes n’ont qu’un seul symbole en commun
dont le numéro est strictement supérieur a g.

On en conclut que les deux cartes n’ont qu’un
seul symbole en commun.

Ainsi le jeu est correctement construit.

IV.4 Cas ou g—1 est composé

Remarquons que notre raisonnement ne tient plus
car nous avons utilisé précédemment la primalité de
g—1.

Replagons dans le méme contexte et dans le cas
g = 5, on a I’équation : k(i — j) = b — a modulo
4 d’inconnue k € [0,q — 2]. Nous n’avons pas uni-
cité de la solution k si i — j n’est pas inversible dans
Z/AZ, c’est-a-dire si i — j n’est pas premier avec 4, les
couples de lignes de blocs du sous tableau bordant po-
sant probleme sont (3, 1) et (4,2), I’équation est alors
2k = b —a modulo 4. Par exemple, si b = a alors, il y
a deux solutions k£ = 0 et k = 2 donc deux symboles en
commun, c’est le cas des cartes 14 (premiére carte de
la ligne 3 de blocs) et 6 (premiére carte de la ligne [ de
blocs). En revanche, sia =1etb =2 alors il n’y a pas
de solution donc aucun symbole en commun, c’est le
cas des cartes 14 (premicre carte de la ligne 3 de blocs)
et 7 (deuxieme carte de la ligne 1 de blocs).

Dans le cas général g — | non premier, on montre de
méme que notre construction ne fonctionne pas. Soit
d € [2,q—2] un diviseur de ¢ — 1, on pose alors i = d +
1e€[3,q—1] et j=1& [0,g—2]. Prenons la premitre
(a = 1) carte de la ligne i de blocs et la deuxiéme (b =
2) de la ligne j de blocs.

Alors ces deux cartes n’ont pas de symbole en com-
mun dont le numéro est compris entre | et g (i 7 J).

Dire qu’ils ont un symbole en commun dont le nu-
méro est strictement supérieur a g, signifie qu’il existe
ke [0,g—2] telque 1+k(i—1) =2+k(j— 1) modulo
g—1, soit kd = 1 modulo g —1 . Or d n’est pas inver-
sible dans Z /(g — 1)Z donc 1’équation n’a aucune so-
lution. On en conclut que les deux cartes n’ont aucun
symbole en commun.

Ainsi, la construction est fausse si ¢ — 1 n’est pas
premier.

IV5 Casolug=5soitg—1=4

Voici la construction d’un jeu optimal obtenu par
une construction différente de la précédente.
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V Retour sur DOBBLE VI.1 Définition

Dans le jeu, on connait r = 55 et g = 8. Com-
bien de symboles ont au minimum été nécessaires
pour construire le jeu? On est certain qu’il y en a au
moins 55 d’aprés (1). De plus, g* — g+ 1 = 57 donc
r < g*—q-+1:onn’est pas dans un cas optimal.

Sin=550u56:onaalors E (g}i) = 7. Donc
r) ..t rss <Tx 55 Mais, ry + 72+ ... +r55 =8 x 55
ce qui aboutit 4 une contradiction : il y a au moins 57
symboles utilisés. On aurait aussi pu dire r = ry +... +
rs—g+1<8x7—8+1=49:impossible car on a
55 cartes.

Sin=57:alorsn=¢*—qg+1avec g—1=7
premier, et il est donc possible de construire un jeu
optimal de 57 cartes (et donc de 55 cartes). Au mini-
mum, il y a donc 57 symboles utilisés dans DOBBLE et
sans changer ceci, on aurait pu construire un jeu de 57
cartes. Effectivement, aprés vérification, il y a 57 sym-
boles dans le jeu et on peut ajouter deux cartes dans le
jeu commercialisé.

VI Plans projectifs finis

Nous allons voir ici, que les jeux DOBBLE opti-
maux sont en fait des objets mathématiques connus :
les plans projectifs finis.

Qu’est-ce qu'un plan projectif fini ? Un plan projec-
tif fini est un couple (£, %) ou les éléments de &
sont appelés les points et ceux de & les droites véri-
fiant les axiomes :

~

e (1) Deux points distincts appartiennent a une
unique droite,

e (2) Deux droites distinctes se coupent en un
unique point,

e (3) Chague droite passe par au moins 3 points,
e (4) Il existe au moins trois points non alignés.

Voici un exemple, qui n’est pas un plan projectif
fini, car I'axiome (3) n’est pas vérifié, néanmoins, on
visualise bien sur cet exemple les axiomes (1) et (2).

Cs
Gh )
i 7 Yz
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Voici, un autre exemple, qui est bien un plan pro-
jectif fini mais dont la représentation n’est pas aussi
simple : il s’agit du plan de Fano :

Nous avons 7 droites : les 6 droites « classiques »
(%1, Dh, Dr, Y4, Ds, Dg) ainsi que le cercle inscrit
(%47) , et sur chacune de ces droites, nous avons 3
points.

Vi.2 Lien avec DOBBLE

Vérifions qu’a un jeu de DOBBLE optimal avec
g > 3 correspond un plan projectif fini. Soit un jeu de
DOBBLE optimal avec g > 3 . On note &7 I’ensemble
des cartes du jeu et & 1’ensemble des symboles du jeu.
Un point C de 27 appartient a une droite i de & signi-
fie que la carte C contient le symbole i. (£, Z) vérifie
bien les quatre axiomes précédents :

e (1) Deux cartes (distinctes) ont en commun un
unique symbole autrement dit : « par deux cartes
distinctes passe un unique symbole ».

e (2) Deux symboles différents se trouvent sur une
unique carte : en effet soit (7, j) deux symboles,
i # j. On sait, qu’il y a g cartes contenant le
symbole i (voir 4.2). Sur ces g cartes sont donc
présents 1+ g(g — 1) symboles soit ¢> — g + 1
symboles c’est a dire la totalité des symboles.
En particulier, 'une des cartes a le symbole j.
Nous avons donc mis en évidence I’existence
d’une carte contenant ces deux symboles 7 et .
Par ailleurs, cette carte est nécessairement unique
puisque deux cartes quelconques ont en commun
un symbole unique. Ainsi « deux symboles se
coupent en une unique carte ».

e (3) Chaque symbole est présent sur au moins 3
cartes : en effet, chaque symbole est présent sur

g cartes. Ainsi, « chaque symbole passe par au
moins 3 cartes ».

e (4) 1l existe au moins trois cartes n’ayant pas un
symbole commun puisque ¢’est I’hypothése dans
laquelle nous nous sommes placés afin que le jeu
ait un intérét ludique. Ainsi, « il existe au moins
trois cartes non alignées ». :

Inversement, tout plan projectif fini (&7, %) nous
donne un jeu DOBBLE puisque qu’on peut voir chaque
point de & comme une carte sur laquelle on inscri-
rait la liste des droites auxquelles il appartient. Alors,
d’aprés le premier axiome, on obtient ainsi un jeu
DOBBLE, et celui-ci a un intérét ludique par I’axiome
(4). De plus, le jeu obtenu est optimal : en effet, soit r
le nombre de cartes (¢’est-a-dire le nombre de points)
du jeu obtenu, on peut montrer qu’il existe g € N tel
que r =g*> —g+1,qu’il y a n = r symboles et g sym-
boles par carte.

Plus précisément : soit { un symbole et C une carte
ne contenant pas i. A chaque symbole j de C on peut
associer une unique carte contenant i et j (d’apres
I’axiome (2)), en terme de cardinal. cela donne que le
nombre de symboles de C est égal au nombre de cartes
contenant i et ainsi, toutes les cartes ne contenant pas i
ont le méme nombre de symboles. Soit maintenant C’
une carte contenant i, et soit k£ un symbole ne se trou-
vant ni sur C ni sur C’ (son existence vient des axiomes
(3) et (4) 2y, alors C et C’ ont le méme nombre de sym-
boles (qui vaut le nombre de cartes contenant le sym-
bole k) et ainsi, chaque carte contenant i a autant de
symboles que C.

Conclusion : toutes les cartes ont le méme nombre
de symboles : notons-le g. C’est aussi le nombre de
cartes contenant un symbole donné.

Ensuite, en considérant 1’ensemble des symboles
des cartes contenant i (il y en a g). on obtient |’en-
semble des symboles utilisés : il y en a donc : 1+ ¢
(g—1).

Enfin, si r est le nombre de cartes, comme chaque
symbole est présent sur g cartes, on a rg = (1+g(g —
1))gdonc r=1+q(g—1).

On a donc autant de symboles que de cartes : le jeu
est optimal. :

Remarquons au passage, que nous avons en fait
montré que dans un plan projectif fini, il y a autant
de droites que de points, que ce nombre s’écrit sous la
forme g* — g+ 1 et ¢ vaut aussi le nombre de points par

2. On considére le symbole commun & C et C' (¢’est-a-dire la
droite passant par C et C) : il existe une troisigme carte le conte-
nant (c’est-a-dire il existe un troisiéme point sur cette droite) et
on considére k un symbole de celle carte qui ne soit pas’ie sym-
bole commun (ce point appartient a une autre droite que la droite

(ccr).
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droite ou encore le nombre de droites auxquelles ap-
partient un point quelconque. a— 1 est appelé |’ordre
du plan projectif fini.

Le premier exemple donné, qui n’est pas un plan
projectif, nous donne le jeu décrit précédemment pour
g = 2 et r = 3. En effet, les droites sont les symboles :
numérotons-les de 1 a4 3. Les points sont les cartes :
sur chaque carte figurent les droites auxquelles appar-
tient la carte. Ainsi, nous avons trois cartes : C; = (12),
EE=— 8] ey = (23]

Pour le deuxiéme exemple, on obtient le jeu : €| =
(RSN 3— I 7) P €5 == 49610y ='(2 3 6);
Cs=(367),Cs6=(457) etC;=(234) : cela corres-
pond au jeu décrit en 4.2 & une permutation pres des
1280 Shsgass) KG6HLT )

symboles : par exemPle(l 4 847 2 6: 85

VL3 Construction d’un plan projectif fini

On a vu que construire un jeu DOBBLE optimal
c’est construire un plan projectif fini. Or, nous savons
construire des plans projectifs finis d’ordre p' ot p est
un nombre premier et f est un entier naturel non nul
et ainsi, nous savons construire des jeux DOBBLE op-
timaux avec n = r = (pf +1)> — p/ — 14 1 cartes et
autant de symboles et avec p/ + 1 symboles sur chaque
carte.

On procede de la facon suivante pour construire un
plan projectif fini d’ordre p/ : on note IF ¢ le corps fini
a pf éléments et on considére le F pf - espace vectoriel
(Jpr)S, qui est de dimension 3. Dans cet espace vec-
toriel, on considére d’une part I’ensemble des droites
vectorielles : Z,...,%,, puis 1’ensemble des plans vec-
toriels &2,...., 2, et on appelle & = {%,...,%,} et
9 = {opgit Ao LT eenllenieP, 2 Y Esthuil platpro-
jectif fini d’ ordre p/ :en effet,

e (1) Deux points distincts appartiennent a une
unique droite puisque deux droites distinctes de
(]pr)3 appartiennent 4 un unique plan de (pr)3,

e (2) Deux droites distinctes se coupent en un
unique point puisque deux plans distincts de
(]pr) se coupent selon une unique droite de

3
(pr ) ’

e (3) Chaque droite passe par au moins trois points
puisque chaque plan de (]F P_r)3 contient au moins
trois droites,

e (4) Il existe au moins trois points non alignés
puisque qu’il existe au moins trois droites de
(IF pj') 3 non coplanaires.

Explicitons cette construction des plans projectifs
finis d’ordre p/ pour construire un jeu DOBBLE : pre-
nons p=2et f=1: cela va nous permettre de

construire un jeu DOBBLE avec 7 cartes (nommées Cq,
Cz, C7) 7 symboles et 3 symboles par carte.

) ={(0;0,0);(0,0,1):{0,1;0),{1,0,0), (0, 1513,
(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}, et les droites de cet es-
pace sont en engendrées par chacun des 7 vecteurs
non nuls, et comme ils ne sont pas colinéaires,
on obtient exactement 7 droites (7 qui est le
nombre de points de notre plan projectif fini et
donc aussi le nombre de cartes du jeu qu'on est
en train de construire...) : % =Vect{(0,0,1)},
9, =Vect{(0,1,0)}, % =Vect{(1,0,0)}, ... Les
plans de cet espace sont au nombre de 7 et sont :

P =Neet{(0,041),(0,1,0)}

= {(0,0,0), (0,0,1),(0,1,0),(0,1,1)}
& = Vect{(0,0,1),(1,0,0)}

= {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0),(1,0,1)}
Py = Veet{(1,0,0),(0,1,0)}

= {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}
P, = Veet{(1,1,1),(0,0,1)}

— {(0,0,0),(1,1,1),(0,0,1),(1,1,0)}
Ps = Veet{(1,1,1),(0,1,0)}

= {(0,0,0),(1,1,1),(0,1,0),(1,0,1)}
P = Veet{(1,1,1),(1,0,0)}

= 1(0,0,0),(1,1,1),(1,0,0),(0,1,1)}
P = Vect{(1,1,0),(0,1, 1)}

= {(0,0,0),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}

Pour construire le jeu, on considére d’abord %, et
sur C; on met les numéros correspondant aux plans
qui contiennent ; : donc C; = (1 2 4), puis de méme,
C =S aRa; =236, Cy="(107, =25 7),

=(347)etC;=(456). Cela correspond au jeu
décrit dans 4.2, 4 une permutation prés des symboles
(la transposition (3 4)).

Vi.4 Et pour les autres valeurs ?

e Sig— 1 est une puissance d’un nombre premier,
alors 1l existe un jeu optimal.

e On ne connait pas de jeu optimal (ou de plan pro-
jectif fini) avec g — 1 différent d’une puissance
d’un nombre premier mais on ne sait pas non plus
montrer qu'il n’en existe pas. On a cependant
une réponse partielle par le théoreme de BRUCK-
RYSER qui dit que s’il existe un jeu optimal et
que g — | est congru & 1 ou 2 modulo 4 alors g — 1
est la somme de deux carrés.

e Grice aux ordinateurs, on sait qu’il n’existe pas
de jeu optimal pour g — 1 = 10.
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Voici donc un petit résumé sur les entiers de 1 a 15
de 1I’état de nos connaissances sur I’existence d’un jeu
optimal :

qg | g—1 > —q+1 | notes
2 1 3 (1)
3 2 7 (2)
3| 74 15 (2)
5 4 21 (3)
6 5 31 (2)
7 6 43 (4)
8 7 57 (2)
g 8 73 (3)
0] 9 91 (3)
1y 10 111 (5)
|| 133 (2)
13 12 157 (6)
14| 13 183 {2}
15 14 211 4)

Notes :

— (1) : on a vu I’existence d’un jeu optimal dans ce

cas.

— (2) : g — 1 est premier : il existe un jeu optimal
dont on a donné une construction par les tableaux
(et les plans projectifs finis).

— (3) : ¢ — 1 est la puissance d’un nombre premier :
il existe un jeu optimal dont on a donné une
construction par les plans projectifs finis.

— (4) : il n’existe pas de jeu optimal dans ce cas (a
I’aide du théoréme de BRUCK-RYSER qui peut
se traduire par : s’il existe un jeu optimal et que
g — 1 est congru a 1 ou 2 modulo 4 alors g — 1 est
la somme de deux carrés).

— (5) : il n’existe pas de jeu optimal dans ce cas 2
I’aide d’une recherche exhaustive par ordinateur.

— (6) : la question est ouverte ! ¢ = 13 est le plus
petit entier pour lequel la question est ouverte :
existe-t-il un jen DOBBLE optimal avec 13 sym-
boles sur chacune des 157 cartes ? Existe-t-il un
plan projectif fini d’ordre 127

Plus généralement, existe-t-il un plan projectif fini
d’ordre qui ne soit une puissance d’un nombre pre-
mier ? Cette question, ouverte, fait 1’objet d’une
conjecture (voir [6]).

VIl Annexe : procédures Maple

On présente ici des procédures MAPLE construisant
un jeu DOBBLE optimal contenant g+ 1 symboles par
carte, (g+1)> —(g+1)+ 1 cartes et symboles ol
g = p’, p étant un nombre premier : on utilise 1’al-
gorithme sur les plans projectifs finis présenté dans ce
qui précede.

On commence par définir p, le nombre premier avec
lequel on travaille, f un entier non nul et g = pf. On
définit aussi G = [,.

g e T o= 2y s pi A
> G := GF(p, £);

Notons maintenant que nous disposons de plusieurs

fonctions MAPLE dans le corps G =, :

— G:-input (i) : G est composé de g éléments que
MAPLE numérote de 0 & g — I, pour i un entier
compris entre 0 et g — 1, G: —input (i) renvoie le
i-eme terme du corps G, G: —input (0) renvoyant
le 0 du corps G,

— G:—-‘+‘(a,b) : effectue la somme dans G des
deux éléments de G, a et b,
— G:-‘*‘(a,b) : effectue le produit dans G des

deux éléments de G, a et b.
La procédure espace renvoie ’ensemble des vec-
teurs non nuls de (F,)°.

> espace := proc ()
Tocad il St & o
1 := NULL;

for i from O to gq-1 do
for j from 0 to g-1 do
for k from 0 to g-1 do
if not(k = 0 and j = 0 and i = 0)
then 1 -:= 1, [G:—input (i), Gi—input(]),
G ~inpul (k)] Eis;
od;
od;
od;
{1};

end:

La procédure planeng renvoie, sous forme d’en-
e 3
semble, le sous espace, privé du vecteur nul, de (IF,)
engendré par les deux vecteurs u et v.

> planeng := proc (u, v)
Togald Byt i
p := NULL;

for i from 0 to g-1 do
for j from O to g-1 do
g =R G G G R inpus@gs, /a1 .
G-kt (G:.—input(j) . v[1])) s

G:—4+°(G:—**(G:-input (i), ul[2]),
Gy—“#°(G:izinputi(i) .., 20211,
G:—“+°(G:~“*°(G:-input (i), ul3]),
G:—“*°(G:—input(j), v[3]1))];
if g <> [G:-input(0), G:-input(0),
G:—-input(0)] then p := p, g fi;
od;

od;

{p¥;

end:
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La procédure sev renvoie la séquence de deux en-
sembles. Le premier ensemble est constitué des droites
de (]Fq)3 et le second des plans de (JFG)3. Pour cela,
on prend tous les sous espaces de (Fq)j’ engendrés par
deux vecteurs non nuls de (F q)3 : on obtient toutes les
droites et les plans de (]Fq)3 . Ensuite, pour les distin-
guer, on utilise que les droites sont constituées de g
points et les plans de ¢> points. A noter que dans nos
programmes, on a 6té le vecteur nul de tous les espaces
vectoriels.
> sev := proc ()
local 1, p, i, j, plan, droite;
1 := espace(); p := NULL; plan
droite := NULL;
for i from 1 to nops(l) d

for j from i to nops(l) do

p := planeng(1[i], 1[j1);
if nops(p) = g-1

:= NULL;

then droite := droite, p
else plan := plan, p fi;
od;
od;
{droite}, {plan};
end:

La procédure dobble construit un jeu DOBBLE op-
timal : chaque droite de (]Fq)3 est une carte et les
symboles la constituant sont les plans contenant cette
droite.

dobble := proc ()

Tocallp, Gy Ly by ]y il SOV
sev := sev2(); d := sev[1]l; p :
I =" NULLE;

sev[2];

for i from 1 to nops(d) do
11 := NULL;
for j from 1 to nops(p) do
if member(d[i][1], p[jl)

then 11 o= 1L, - £ig
od;
I gy Irg 900060
od;
1;
end:

I1 faut tout de méme noter les temps de calcul impor-
tants de ces programmes méme pour des valeurs relati-
vement petites de ¢, 'une des causes étant les calculs
de MAPLE dans I,
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