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N'aimez-vous pas prévoir le futur parfois?
Chaine de Markov discrete

1. Introduction

Supposez gu'il y ait un systéme physique ou nmasti§ue an états possibles tel qu’'a n'importe quel moment, |
systéme soit dans un et seulement un densésts. Supposez aussi que durant une périodeeation donnée,
disons lak"™ période, la probabilité que le systeme soit damgtat particulier dépende seulement de son éimt a
périodek=1. Un tel systeme s'appelle udleaine de Markowu unprocessus de MarkoWbans la suite du texte, les
mots soulignés sont définis dans un glossaire aaxan

Définition 1 : Processus stochastique

On s'intéresse a I'évolution d’'un phénoméne au £alur temps. Cette évolution est aléatoire, on vapaésenter par
une famille de variables aléatoires

Un processus stochastiqigeu aléatoire) est alors : X;; t O T}

Ou:

— X est une variable aléatoire, indexée par le par@méfui est un instant. Les variables aléatoires sol
définies sur un espace probabil(§& E, P). D’une fagon généralé est I'état du systeme a I'instant
—T est un ensemble d’instants. Il peut prendre dgpes de valeurs :
— fini ou infini mais dénombrable : tempsest alors ditiscret
— non dénombrabld (est alors un intervalle dd : le tempsest ditcontinu
X; prend donc un certain nombre de valeurs au cauterdps. AinsiX; [0 S. L’ensembleS est l'espace des états’est
I'ensemble des états possibles du processus, tHébeu:
—discret(c’est-a-dire fini ou infini dénombrable). Le pessus est alors appelé whaine
— non dénombrable : c’est alors prwcessus continu
Dans ce dossier, on va travailler a&fni et T discret.

Définition 2 : Propriété de Markov
Soit une chaineX;; t = 0} a temps continuT = [0 ; +co[ ) définie sur I'espace d'éta® On dit qu’elle satisfait a la
propriété de Markov quaridt > 00h>00n0ON Oty, t, ..., t, 00 t[Ol, s, s, ..., sy S ona:

PXun=1]X% = setX, =s etX, =s et etX, = S) = PXKun =1 X =9),

ou pour deux évenemems B O E, P(A| B) désigne la probabilité conditionneliie A sachanB. Cela traduit le fait
gue pour connaitre I'évolution future du processlusuffit de connaitre la valeur de son état adtant présent. Une
telle chaineest ditede Markovou markovienne

Définition 3 : Chaine de Markov a temps discret
Soit la chaine X,; n 0 N} a temps discret{=N), X, O S. Elle est ditade Markovquand :
OnON, Osp, ..., $ 0 S PG =5 [ Xo =sp €t -+ eXpa= Sh1) = P(Xn = $ | Xoe1= 1)
Une chaine de Markov a temps discretheshogéene dans le temgis.
On>0,0k>0,0s, 60 S P(X, =S| Xn1 = 0) = PXk= S | Xnsier = 0).
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Définition 4 : Matrice de Transition ou de Passage
Dans la suite on suppose que l'espace des étaédéments, notéS = {1, 2, ...,r}. On s'intéresse aux probabilités

P(Xy =] | Xn1 =1) = p;. On a alors? valeurs, que I'on regroupe dans une matrice :

P P - Py
p= 921 P2 p.2r
Pi B2 - Py

Cette matrice est particuliére : toutes les valsaorst comprises entre 0 et 1 et la somme surdesdivaut 1. Cette
matrice est aussi appeléatrice stochastique

Propriétés 1:
= Toute matrice stochastiqu® admet le vecteur colonne dont toutes les compesasunt égales a 1 (no@
comme vecteur propre associé a la valeur propreétiproquement, st (i, j) O [1;r] 2 p;>0etPxC=C,
alorsP est une matrice stochastique.
«  SiP est une matrice stochastique, alors pourkaii, P est une matrice stochastique.

Exemple :
Y2 1/2 0
P={1/3 1/3 1/3
0 1/2 1/2

On valide bien que les sommes des valeurs suglessi sont égales a 1. Cette matrice dispose ths3 ©n peut aussi
la représenter par un graphe orienté ou les sonsoatsles états et les arrétes sont pondéréegparobabilités de
passage entre les états :

Le calcul de&”2donne :
5/12 5/12 1/6
P?=|5/18 4/9 5/18
1/6 5/12 5/12

2. Probabilité de transition enm étapes
Pour unechaine homogengon s’intéresse a la probabilité conditionnelle :
P = 1 X =1) = PO =] | X0 =1) = p{™.
C’est la probabilité de transition de I'état I'étatj enm étapes. On note™ la matrice d’ordre dont I'élément situé &
l'intersection de la lignéet de la colonngvaut p{™.
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Remarque : PY =P etP® =| (la matrice identité).

Théoréme 1 :00m>0, la probabilité de passageidg enm étapes est égale a I'élémeinf)de la matricd>™.
Preuve La démonstration se fait par récurrencensen appliquant la formule des probabilités totales =

Ce résultat est un cas particulier de I'équatio€bapman - Kolmogorov.
Corollaire 1 : SoitP™ la matrice de transition en étapes d’une chaine de Markov, alafs> 0, P“™ POP™  ce qui
donne :

r
(t+m) — () (M)
pij - ; pik ka '

Définition : Période, état apériodique La périoded d’'un étati d'une chaine de Markov est égale au plus grar

diviseur commun de tous legels quep(™ >0. Sid > 1, alors I'état estpériodique sinon il esapériodique

3. Classification
Pour une chaine de Markov a temps discret homogeénss, dirons que I'étgtestaccessibledepuis I'état quand il
existe au moins un chemin de probabilité non naémant de aj. Ce qui s’écrith[IN, pﬁ”) >0. Nous dirons que les

étatsi etj communiquentjuand I'étaf est accessible depuis I'étaat quand I'état est accessible depuis I'éjaCe qui
s'écrit ChON, pij”) >0et OMON, p}i”‘) >0. La relation « communiquer » est une relation di¢gjence. On définit

alors les classes d’équivalence formées de toulfments qui communiquent entre eux, c'est I'oj@made
classification

Exemple : Soit
1 0 0 0 0

23 0 13 0 O
P= 0 1/2 0 1/6 1/3
0O 0 O 1 O
0O 172 0 0 1/2

qui donne le graphe :
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La classificationdonne ici trois classe<C; = {1} , C, = {2, 3, 5} etC; = {4}. A partir de la, on peut écrire lgraphe
réduit, dont les sommets sont les classes et pour lequaic, par exemple d&, versC,, signifie qu'il existel [0 C, et
j O C, tels quep; > 0.

C)——iCy——C;

Définitions 4 : Classes transitoires, persistantesbsorbantes

— Uneclasseesttransitoire si on peut sortir, sinon elle gstrsistante

— Uneclassepersistante constituée d’'un seul élémenabsbrbante

— Unechaineestirréductible si elle ne comporte qu’une seule classe.

— Unechaineestabsorbantesi toutes ses classes persistantes sont abs@bante

4. Comportement transitoire

Définition 5 : Distribution des états de la chaine a l'instanh

Soit p™ = P(Xn :i). On regroupe toutes les probabilités dans un uetigme appeldistributionaprés transitions :
7" =(p", p, ..., p™).
Les éléments de ce vecteur sont des probabilités, compris entre 0 et 1. La somme vaut 1. On rgneaque
19 = |a distribution initiale :
a0 = 7O« p-
7 = mxP= 9% P2 ¥ = 1PxP= g¥x Pz 71%x P?
On en déduit donc :
ﬂ.(n+1) = ]T(O)Pn+1 = ﬂ.(n)P

La collection des7™ (n O N) représente leomportement transitoire

5. Comportement asymptotique

On veut connaitre la loi de distributiort™ quandn — +c0 . On veut savoir :
— y-a-t'il convergence ?
— dépend-t-elle de la distribution initiale ?
— pour un état persistant, quel va étre le temps mdgeséjour dans cet état ?
— pour un état transitoire, quel est le nombre diéeegs cet état ?

Définition 6 : Distribution stationnaire
Unedistribution 77 eststationnaireouinvariantesi: 71 =7n1x P

Exemple : Pour

Y2 1/2 0
P=| 0 0 1|
1 0 O

la distribution 77 = ( 1/2,1/4,1/4) est invariante.
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Remargue : Si la distribution limite existe, elle est invarta.

Nous admettrons les trois résultats suivants.
Propriété 2 : Toute chaine de Markov finie posséde toujours aimsnune distribution invariante.

Théoreme 2 :Une chaine de Markov finie posséde autant deildisions invariantes linéairement indépendantes qgu
I'ordre de multiplicité de la valeur propre 1 demsatrice de transition. De plus, cette multiplicist égale au nombre
des classes persistantes de la chaine.

Propriété 3 : Toute valeur propré d’'une matrice stochastique vérifig| |< 1.

Exemple : Soit la matrice stochastique :
1/4 1/4 1/4 1/4
O 1 o0 O
0O 0 1/2 1/2
O 0O 1 o0

P=

Son polyndme caractéristique vm(n) = (/] _%)(/1 _1)2(/] +%) , on aura donc deux lois stationnaires indépendante

On va maintenant chercher les distributions (pl, P,, Ps, p4) stationnaires 71 = 71 x P . On obtient un systéme de
4 équations a 4 inconnues, auquel il faut ajoateohditiorl = 77 xC, c’est-a-direp, + p, + p, + p, =1. On trouve

(par exemple)r, =(0,1,0,0) et 77, = ( 0,0,2/3,1/3) et tout barycentrel7z, + (1— A)7z, (avec O< A < 1) est une
distribution stationnaire.

Théoréme 3 : Distribution limite Si lim 77 existe et est indépendante de la distributionaer®, alors la

n - +oo

chaine posséde une seule classe persistante. diptu7z™ existe et est indépendante de la distributionaiteitr®

n - +oo

si et seulement slim P" existe et est égale a une matrice de transRiodont toutes les lignes sont égales entre

n - +oo

elles. Une ligne de* est alors la distribution limite.

Preuve Pour montrer la premiére assertion, supposofisefiste au moins deux classes persistantes,nsotet j
deux états appartenant a deux classes persisthstiestes. Si I'on initie le processus avec ursriiution dont toutes
les probabilitégp, sont nulles sauf polt =i (resp.k =j), alors la distribution limite sera nulle pour $oles états
n'appartenant pas a la méme classeiqoesp.j). Pour montrer la deuxiéme assertion, notgria distribution qui est
nulle partout sauf enou elle vaut bien sir 1 et notorrsla distribution limite. On a

7 =limzP" =lim[P"]. =[P"],

Réciproquement, $P* existe et si p; = p; pour tout étai, on alim 77P" = 79 lim P" = 79P" =7 avec

n-oco n-oo

=2 O =P =y .

i0s ios
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Théoreme 4 : Existence de la distribution limite Soit P la matrice de transition d’'une chaine irréductibte
apériodique (c’est-a-dire dont tous les états apatiodiques). Les propriétés suivantes sont éesfi

— pour toute distribution initiale7®: lim 7 = lim 79P™ =7

n - +oo n - +oo
— 7T est I'unique solution du systénre=71x P etl=7nxC.

— Li0S: i =— est égal au nombre moyen de transitions entre dsil&s successives a I'état
7T,

Cas des chaines réductibles

On suppose que I'on a plusieurs classes. On a:
— Des classes persistantes (ou absorbantes) ;
— Des classes transitoires.

Théoréme 5 : Pour tout état initial, la probabilité d'étre dans un état persistarié@pen tend vers 1 quand tend
vers l'infini. De la méme fagon, la probabilité tt& dans un état transitoire tend vers 0.

6. Forme canonique de la matrice de transitiorP

On donne une forme canoniqud®@&n renumérotant les états : on place les étatsldsses persistantes en premier
puis les états transitoires.

P 0 0 0
0 P, O 0
e
0O - 0 P O
R R - R Q

ChaqueP; est une chaine de Markov irréductible sur la elggEgsistant€;.

Si la chaine de Markov est absorbante, la formerigne deP sera :

I 0

P =

Si on calculéP? ou plus généralemeF'?F on obtient :
I 0

Pzz[l 0 ]etP”: = o |»donc lim Pn:[ 1 O]'
R+QR Q2 ZQR Q S (-Q)"R 0

On noteN = (I - Q)™ la matricefondamentalade la chaine de Markov. Le résultat que I'on vigatvoir va nous

permettre de calculer .

Théoréeme 6 : Soit une chaine de Markov débutant de I'étatsitainei. Le nombre moyen de périodes passées da
un état transitoirg est égal a I'élémem; de la matriceN. De plus, partant d’'un état transitoirde nombre moyen de
transitions avant d'atteindre un état absorbanégst & la somme des éléments dé&"digne deN.
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Preuve Pourn > 0, considérons le nombre moyen de visites atljgbendann périodes, partant de I'étgtoui etj
sont transitoires. Remarquons quetj étant tous les deux transitoires, I'élémgntle la matricé® est localisé dans le

bloc Q de la relation (1) et plus généralement, I’élémep'iﬁlt) de la matricé" est localisé dans le bI@k. Pour I'état

initial i, considérons les variables aléatoires de Bernowli = 1 siX, =j, sinonBy, = 0 pour 1< k < n. Le nhombre de

visites a I'étaj pendanh périodes vauB; + --- + B, et sa valeur moyenne vaut

E{in Xo =i} =Zn:E[Bk‘ Xo =i]=i Py’ =Zn:qi§k) O, -y
k=1 k=1 k=1 k=1

La deuxiéme assertion s’en déduit. n

7. Etudes dans une Grande Ecole :

Les études dans une Grande Ecole durent troisaalissue de chaque année, chaque éléve a unebiigbp de
passer dans I'année supérieure (ou d’obtenir qudrde s'il est en troisieme année) ; une probadjlitle redoublen;
d’étre renvoyé. Le cursus d’'un éléve peut étre ihim&lépar une chaine de Markov a cing états donk dsunt
absorbants. Le graphe associé a la chaine de Mastde suivant :

avecR et D correspondant respectivement au Renvoi de I'éddid’ebtention du Diplédme.

A. Probabilité d’obtention du dipléme

L’évaluation de la probabilitép qu’un éléve obtienne son dipléme étant dans liéfiat 1, 2, ou 3) peut étre obtenue
en décomposant I'événement {partant dans I'été systeme va étre absorbé Rjrselon l'issue de la premiéere
transition et en utilisant le caractére sans mésmérI’évolution de systéme. Il vient :

ap=(q.ap+p.axp+r.aro
&p=(.ap+p.apt+r.aro
8pp=(.apt+Pp.app *+rI.arp

Mais nous avonagp = 0,app = 1 etp +q +r = 1, d'ou le nouveau systéme linéaire a résoudre :

(p+r).app—p.axp=0
(p+r).ap—p.ap=0
p+r).amp =p

dont la solution est :
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2 3
__ b | P | P
asD_p+l’ azo—{p_HJ alD_{p+rJ

Pour tout état, nous avongp + ar = 1 (tout éléve finira soit par étre renvoyé, gait obtenir son dipléme) ; on en
déduit les valeurs d&g, a,r etagr.
B. Le calcul de la durée moyenne des études

La fin des études est associée aux &aia D. Ces deux états peuvent étre regroupés en uR étatous considérons
alors la chaine ci-dessous a quatre états, dohffétatiF est absorbant aveg:=p +r.

Appelonst_i, pouri = 1, 2, 3, le temps moyen de séjour dans les #tatsitoires (1, 2, 3) avant absorption pafla

durée moyenne des études est Q_l(jrs en considérant le résultat de la premiére iianset en utilisant le caractére
sans mémoire de la chaine (le temps moyen d’alisorptpartir de I'état ne dépend que dg nous pouvons écrire :

t_l =r.l+ q.(1+E) +p.(1+ E) , C'est-a-dire :

t, =1+qt, +pt,
De méme :

t,=l+qt, +pt, et =l+qy
La solution de ce systeme est :

3.p®+3r.p+r?
(p+r)

— _2ptr _ 2p+r

t_3:— t2_ = E:

1
1-q (-af* (p+r)

C. Calcul de la durée moyenne d’obtention d’un dipléme

Il faudra s'intéresser aux seules trajectoiressguierminent pab, c'est-a-dire que I'on s'intéresse au cursus éléme
dont on sait qu'il obtiendra son dipldme. Les ptubigs de transitionp;; doivent alors étre remplacées par les
probabilités de passage dea j conditionnées par une absorption par I'&atEn appliquant la définition des
probabilités conditionnelles, nous avons :

P[passage deaj | absorption pad] = P[passage deaj et absorption pab] / P[absorption pab] = p; . ap / app.

Pour les “heureux” éleves, la chaine est alorsilasate :
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260
Il est alors simple de calculer par la méme métlmpden 7.B. le temps moyen d’absorption paion trouve :
) 3 - 2 o 1
tP = t) = ty =
p+r p+r p+r

Considérons désormais les cursus des éléves «yé&gwoPour eux les probabilités de passage doiétat
265 conditionnées par I'absorption par I'éRtp; devientp; . ar / ar. La chaine associée est alors la suivante :

q q q

m p agR/alR P. eGR/aZR

r/aZR
r/alR r/aSR

Le calcul des temps d’absorption par I'éadonne, en employant la méme méthode qu'en 7.B :

mo 1 Ro_ 1 r+3p mo 1 ><6.p2+r2+4.p..r
* p+r 2 p+r r+2p Y op+r r?+3p%+3r.p
270 Il est alors facile de vérifier que le temps moyerfin d’études_1 doit satisfaire la relation suivante :

t =t’. ap + tf ag

10
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Annexe

Glossaire :

Espace probabiliséun espace probabilisé modélise une expérienetoaie; c’'est la donnée d'un triple€( E, P) ou
Q est un ensemble dont les éléments sont les rissphasibles de I'expérience aléatolEegst un sous-ensemble de
M(Q) --- ensemble des parties Qe---, dont les éléments sont appelés évenemenis shtisfait aux trois axiomes :

* @UE;

* SiATE, alors le complémentaire de A dddsnotéA’, est aussi darfs;

» Poute famille finie ou infinie dénombrable d’élértedeE, leur réunion est encore daas
Autrement dit,E est stable par passage au complémentaire et ymaipnéfinie ou infinie dénombrable. Le troisiéme
élément du triplet est une application, appelééatdite,P : A0 E#P(A) O[O0 ; 1] qui vérifie

. (U A] ZP ) pour toute famille finie ou infinie dénombrablé)(; d’événements deux a deux

iol iol
disjoints.
P(A) est la probabilité d’'occurrence de I'événement

Evénement voir espace probabilisé.
Expérience aléatoire une expérience, c'est-a-dire I'observation d’ilndmomeéne, reproductible dans le temps et dal

I'espace est dite aléatoire quand, une fois fixéesonditions expérimentales, I'expérience ne dques toujours le
méme résultat, mais un résultat parmi un ensengbtéglltats possibles. Par exemple, le lancerdiéun

Formule des probabilités totalesoientA,, ..., A, O E, n événements formant une partition@e0B 00 E, on a

P(B)=3 P8l A)P(A).

i=1

Probabilité conditionnelle :Pour deux événements B 0 E, tels queP(B) > 0, la probabilité conditionnelle d&
sachanB, notéeP(A | B) est définie par

P(An B)/P(B) si P(B)>0
P(N B) ) {0 sinon
On montre que I'applicatioR(. |B) : A E#P(A | B) est une probabilité.

Variable aléatoire une applicationX: w [0 Q2 # X(«) O P est un variable aléatoire quand pour tout gél P,
X‘l(]— 0 ; a]) = {wD Q| X(a)) < a} est un événement (c’est-a-dire un élémeri)de

11
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