Le calcul pratique
de

Lexemple des algorithmes
compfte-gouttes

Découvrons les principes généraux utilisés pour calculer, a la main ou avec une machine, des
nombres avec une longue suite de décimales. Nous donnons Uexemple d’'un programme & la fois
court (158 caractéres) et astucieux qui calcule n avec 2 400 décimales, et nous en expliquons le
fonctionnement. En le transposant, on obtient une méthode de calcul de n & la main qui permet
d’obtenir plus de décimales de n que Ludolff von Ceulen (35) ou que Johann Dahse (200) en
quelques heures ou... quelques jours. Le chapitre se termine par de bréves remargues sur les tech-

niques d accélération de la convergence.

Principes généraux de la pratique du calcul de &t

Pour calculer it avec un grand nombre de décimales en utilisant
une formule de série, les principes de base sont les mémes, que I'on
procéde & la main ou avec une machine. Il faut d'emblée calculer avec
beaucoup de chiffres, Si vous voulez 1 000 décimales, et si votre série
comporte comme premier terme 1/3, vous commencerez sans doute
par écrire sur une feuille de papier ou dans un tableau de mémoires de
l'ordinateur : 0.3333333...33 (avec 1 000 fois le «3»),

Pour effectuer les opérations élémentaires d’addition, de multipli-
cation et de division (ou d’extraction de racine carrée, voir I'annexe), on
procede comme on I'a appris a l'école, en prenant une feuille de papier
et en fractionnant éventuellement le travail, i 'on caleule a4 la main, ou
en programmant le procédé de 'école si 'on utilise un ordinateur.

Les opérations de l'ordinateur sont prévues pour étre menées avec
des nombres de quelques chiffres (10 par exemple). On ne peut pas les
utilizer telles quelles avec les grands nombres : il faut done programmer
les opérations élémentaires en les ramenant a des opérations entre
nombres courts. Pour exploiter au mieux les opérations arithmétiques
disponibles, il est souvent intéressant de travailler dans une base supé-
rieure a 10, car cela réduit le nombre de «chiffres» a traiter ; une bonne
idée est de travailler en base 100 {ou 1 000, etc.) car, & la fin du calcul,
aucune conversion n'est nécessaire : par exemple, s1 un nombre en base




LE FASCINANT MOMERE TT

Pour calculer un grand nombre
de décimales de =, par exemple
avec la série de Madhava-Gre-
gory-Leibniz, il faut calculer dés
le départ avec un grand nombre
de décimales.
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1 000 g’écrit comme la suite des trois «chiffress 324, 746 et 783, son écri-
ture en base 10 est la suite des neuf chiffres 3,2,4,7,4,6,7, 8, 3.

Le choix de la base de caleul b est aussi fait de maniére 4 tirer le
meilleur parti de Parithmétique offerte par le langage de programma-
tion, on les caleuls sont par exemple limités aux entiers inférieurs a
65 536 = 216, Pour multiplier des entiers en base b, il faut connaitre la
table de multiplication entre entiers = b (¢'est pour cela que nous appre-
nons la table de multiplication des chiffres décimaux). Comme les résul-
tata d'une telle table varient entre 0 et b%, il faut choisir b de telle facon
que tous les résultats de la table soient correctement caleulés, done infé-
rieurs a 65 536 (dans notre exemple). Cette contrainte, ajoutée a celle du
paragraphe précédent, conduit fréquemment a choisir pour base b la plus
grande puissance de 10 dont le carré est. inférieur 4 'entier maximum du
langage. Dans notre exemple, celui-ci est égal 4 65 536, d'ou & = 100.

Au chapitre suivant, nous verrons que la programmation de la
multiplication par la méthode usuelle apprise a I'école n'est pas la plus
efficace. Pour arriver au million de décimales, les programmeurs se
sont contentés d'utiliser la méthode usuelle, mais pour aller plus loin,
ils ont di utiliser les méthodes plus perfectionnées.

Toutes sortes d’astuces pour écourter les caleuls, éviter de faire
deux fois la méme opération et contriler les résultats intermédiaires
et finaux, sont possibles et sont effectivement mises en ceuvre par les
calculateurs de x.

Programmes mystérieux

Pour programmer une méthode utilisant des ares tangentes, ce qui
conduit & multiplier des grands nombres, une redéfinition de Iarith-
métique est nécessaire. Ces nouvelles instructions allongent les pro-
grammes, mais certaines astuces permettent d'en limiter la taille
totale. Le record en la matiére est sans doute le programme suivant en
langage C, qui caleule 2 400 décimales de . Son auteur, inconnu, a réa-
lisé un véritable exploit en n'utilisant que 158 caracteres.



Obtenir 2 400 décimales de n

avee un programme de 158 caractéres en langage C:

int a=10000.b,c=8400.d,e {18401] g;mainl )iforib-c;)
flb++]=a/b:for;d=0,g=c*2;c-=14,printf "% 4d" e+d/a),
e=d%a)forb=c;d+=fTh]*a,flb]=d%--g,d/=g--,--b;d*=h}]
(pour certains compilateurs C, il faut changer int a=10000
par longint a=1000{}),

Le méme programme traduit en Basic :
DEFLNG a-g: DIM £ (8401) AS LONG
a = 10000 : ¢ = 5400
WHILE (b <= c)
fibl=a\5:h=b+1
WEND
WHILE (c= )
e=2%¢c:d=0:b=¢
WHILE (b = 0)
d=d+fib)¥a:g=pg-1:fibi=dMODg
d=d\g:g=g-1:b=b-1
[Fibex=0ITHENd=d*h
WEND
c=c-14:x$=STR%ie+d " a):L=LEN ix$)
PRINT LEFTS ("0000",5-L); RIGHTS (x$,L-1J;
e=d MOD a
WEND

Javais proposé ces programmes en mai 1994 dans un article de
la revue Four la Science (le premier m’avait été communigué par
Eric Wegrzynowski qui I'avait trouvé sur réseau Internet, le second
est une traduction effectuée par Philippe Mathieu). Je n'expliquais
pas leur fonctionnement, car je ne le connaissais pas a I'épogue. Un
certain nombre de lecteurs m'ont alors écrit pour me proposer des
solutions. Les meilleures étaient celles de Francis Dalaudier,
Emmanuel Dimarellis, Francois Balsalobre, Alain Després, Robert
Domain, Claude Chaunier, Gilles Esposito-Farése, Jean-Paul
Michel, René Manzoni et Daniel Saada, auteur d'un article sur cette
méthode de caleul de & (voir la bibliographie). Je les remercie, car
c’est griace 4 leur travail que je peux donner des éclaircissements
sur ce qui apparaissait auparavant comme un miracle. Rien
n’illustre mieux I'ingéniosité mise en ceuvre dans certaing pro-
arammes de caleul de n,

Signalons au préalable que certains langages possédent des ins-
tructions spéciales donnant un accés immédiat 4 un grand nombre de
décimales de 7. Par exemple, en langage Maple (langage de caleul formel



Le programme le plus rapide
pour afficher 10 000 décimales
de 1 est le programme qui lit une
base de données dans laguelle se
trouvent les décimales de = Cest
ce qu'ont bien compris les ingé-
nieurs de chez Maple.

tres utilisé a la fois par les ingénieurs et dans les divers cveles d'ensei-
snement scientifiquel, le programme d'une ligne :
evalfiPi,10000};
provoque instantanément l'affichage de 10 000 décimales de m. Chose
étrange, le programme :
evalfi Pi,10001} ;

donne 10 001 décimales de &, mais au bout d'un temps incomparable-
ment plus long. Cela s'explique parfaitement. Tout d’abord, Maple
contient dans ses propres bibliotheques des sous-programmes de cal-
cul de m, qu'il ext done inutile de reprogrammer (Ces S0US-Programines
utilisent des méthodes expliquées au prochain chapitre). Ensuite,
sachant que de nombreux utilisateurs vont demander a avoir 100,
1 000 ou méme 10 000 décimales de m, les concepteurs de Maple ont
éerit explicitement dans un sous-programme leg 10 000 premieres
décimales de m, que le logiciel se contente de recopier quand on le lui
demande. En jargon informatique, on dit que les 10 000 décimales de
1 ont été mises «en durs dans Maple. Cela permet bien évidemment de
répondre inetantanément aux amateurs pas trop exigeants, et cela
explique la discontinuité entre 10 000 et 10001 (il se peut que, pour me
faire mentir, les programmeurs écriventen dur, dans la prochaine ver-
sion de Maple, 10 001 décimales de n, déplagant ainsila discontinuité),

Bien entendu, ce qui nous intéresse ici, c'est le caleul de nex nihilo
ot «sand trichers, ce que font effectivement les deux programmes de la
page 95, Mais comment ?




Une série d’Euler judicieusement utilisée

Ces programmes utilisent une série due a Euler, que nous avons
déja rencontrée au chapitre 4 :
n=2|..1+1 2 12 +E_2 x 3 i 1x2x3x4 p T T i _ 1x2x..n

L3 3x5 3xhxT 3xb5xTxd | rl:ﬂle:-:...[_:?.rt-rl]

Puisque les termes de la série sont strictement positifs, la suite
converge vers . par valeurs inférieures. Le rapport de deux termes
conséeutifs est inférieur & 1/2, si bien que lerreur commise en s'arré-
tant au terme n est inférieure au dernier terme utilisé (en effet, si le
rapport de deux termes consécutifs était égal & 1/2, lerreur correspon-
drait 4 la somme infinie a /2 +a, /2% +a /2% + ..., quiest égale aa ). Par
conséguent, pour connaitre T avec une précision de n décimales, il suf-
fit de sommer log,(107)=3,32 n termes.

La série d’Euler ne converge pas trés rapidement ; elle converge
méme plus lentement que la méthode d’Archiméde, ol les caleuls sont
toutefois plus complexes (puisqu'il faut extraire des racines carrées..
Cette série convient bien pour un programme court donnant gquelgues
centaines de décimales, mais i 'on en voulait davantage, elle serait
inadéquate.

Comme les caleuls sont effectués en base 10 000, 4 la fin du cal-
cul, les chiffres sont affichés par groupe de 4. Cela explique le
printfi"%.4d" de la version en langage C. En langage Basic, une diffi-
culté est eréée lors de I'impression a cause de la suppression des
zéros précédant un entier (par exemple, 21 n'est pas affiché 0021
comme on le souhaiterait). C’est ce gqui justifie le
PRINT LEFTS" 00007, 5 - L) ; RIGHTS(x8, L - 1).

Le programme calcule 600 «chiffres» en base 10 000, ce qui équi-
vaut a 2 400 chiffres décimaux. En utilisant la relation précédente sur
la convergence de la série, on vérifie que le nombre de termes utilisés
est 600 % 4 % 3,32 = 8 400 (arrondi par exeés), nombre qui apparait dans
la premiére ligne du programme. La valeur 14 = 4% 3,32 apparait pour
la méme raison dans la partie du programme commandant le décalage
entre chiffres successifs. Les chiffres sont stockés dans un tableau
noté fi i, Le programme comporte une houcle d'initialisation, suivie
d'une double boucle qui effectue le caleul et 'impression.

Le caleul effectué dans la double boucle correspond & lexploitation
de la séric terme par terme lorsqu'on Iéerit sous une forme particu-
licre {appelée forme de Horner et fréquemment utilisée pour limiter le
nombre de multiplications lors de 'évaluation des polynémes)
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Le programme obtient progressivement les bons chiffres du début
de m, et il les affiche aussitit. En méme temps, il utilise la partie du
tablean non affichée pour stocker une sorte de reste dont 11 a besoin
pour obtenir les décimales suivantes : comme nous Iavons vu au début
du chapitre, il faut caleuler dés le début avec un nombre de chiffres de
Fordre de celui voulu a la fin,

Les algorithmes compte-gouttes : T au tableau

Pour comprendre plus finement encore le caleul effectué par ces
programmes, examinens-en maintenant une version «manuelles, qui
constitue également (indépendamment de tout programme informa-
tique) une méthode explicite de caleul de . On peut Iapprendre an
méme titre que les méthodes de multiplication ou de division a la
main, o1 lon doit disposer des rangées de chiffres, ou que celle du cal-
cul de racines carrées rappelée page 105,

Les idées exploitées dans cette méthode de calcul de w sont dues
a A, Sale, qui les avait d’abord appliquées au caleul du nombre e
en 1968, L'adaptation au calcul de @ a été proposée en 1988 par
Daniel Saada et, indépendamment, par Stanley Rabinowitz en 1998
11 est probable que I'auteur du programme C de 158 caractéres a e
connaissance de Iarticle de 1991 de Rabinowitz. Certaines subtilités
(voir plus loin) interviennent dans Iévaluation de 'erreur pour
assurer que les chiffres fournis sont corrects. Pour un calcul plus
poussé de 1, elles devraient étre prises en compte a priori, el non pas
a posteriori, en congtatant, aprés comparaison avec un autre caleul,
que I'algorithme ne se trompe pas | Cette analyse détaillée de I'algo-
rithme a été faite en 1995 par Stanley Rabinowitz et Stan Wagon
(woir page 100,

En réorganisant soigneusement les calculs effectués par le pro-
gramme, on élabore une méthode de calcul de = 4 la main qui porte
le nom «d'algorithme compte-gouttess. Si 'on est hon calculateur,
on obtient en gquelques heures, par cette méthode, autant de déci-
males de 1 que Ludolff von Ceulen, qui s’acharna pendant des
années sur ce caleul. Les algorithmes compte-gouttes poure et n ont
été popularisés en septembre 1995 par Jan Stewart dans la revue
Pour la Science.

Pour caleuler T avee cette technique, on est amené a faire une
série de petits calculs, comme lorsqu’on pose une divi sion. Les déci-
males arrivent une i une, goutte & goutte. Le résultat est obtenu
plus lentement que lors d’une division, mais le procédé reste tout &
fait fascinant. Il est amusant que cette méthode n’ait été découverte
que g1 récemment.




Rigles de remplissage du tableau

Initialisation : (@) on remplit la ligne A avec la suite des nombres
tiers et la ligne B avec la suite des nombres impairs ; (b} on remplit
ligne «débuts avec des «2», puis on place des «0» sur toutes les lignes
etenue~ de la derniére colonne («0» en gras) ; (c) On remplit la pre-
itre ligne «x10» en multipliant la ligne précédente par 10.
En partant du bord droit du tableau et en allant vers la gauche, on
mplit progressivement les trois lignes «retenues, <sommes et «restes
u premier sous-tableau : (e on fait la somme des nombres des lignes
2x10» et «retenue» ; (b1 on place le résultat dans la ligne «sommes ;
¢l on évalue alors le quotient de cette somme par le nombre de la
o B situé dans la méme colonne ; cette opération donne d’une part
reste que l'on place sur la ligne «restes, et d'autre part un quotient
ue I'on multiplie par le nombre de la ligne A (toujours dans la méme
lonne), ce qui donne un nombre n que Fon place dans la ligne «rete-
uer de la colonne précédente ; () on continue de la méme fagon en
gressant vers la gauche. Au début, 20 + 0 donne 20 qui, divisé
par 26, donne un reste de 20 et un quotient de 0. Le quotient est ainsi
W)+, trois fois de suite, Puis, lorsqu'on arrive & la colonne 9, on trouve

A TR ATRT R R VAT T R T VAR R T B | D
B R T S PO L T TR b R TR R
début By Y B e B b O i g i D
1% 10 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
[retenue Tl 1 S - it 1 e [ R - St oottt - (ke SR Ly el « SRR
somme |3 30 32 32 32 30 32 27 28 28 20 20 20 20
reste T T et MR B 1 (O R L | i)l R
% 10 0 20 20 40 30100 10130 120 10 200 200 200
retenue 13 20 33 40 65 48 98 88 72150132 96 O
somme |1 13 40 53 80 95 148 108 218 192 160 332 296 200
reste R R T I VR i el e R
%10 30 10 30 30 50 50 40 80 50 B0 170200 O
retenue 11 24 30 40 40 42 63 64 90120 88 0O O
somme |4 41 34 60 70 90 92 103 144 140 200 258 200 O
reste PR R, P WA - e W T e | G
% 10 10 10 0 O O 40120 90 40100 60160 O
retenue 4 2 9 24 55 84 63 48 72 60 66 0O O
somme |1 14 12 9 24 55124183 138 112160 126 160 O
raste SR, Y R e B T B e e 1

Pour obtenir ¥ chiffres de n par
I'algorithme compte-gouttes, il
faut partir d'un tableau de lar-
geur 3,4 x & et ealeuler & sous-
tablenux. Les nombres en rouge
illustrent une étape du remplis-
sage du premier sous-tableau :
dans la colonne 9, on porte surla
ligne somme 20 + 0 = 20, Ce
nombre est alors divisé par le
nombre B de la colonne, 19, On
éerit le reste de la division, 1,
gous la ligne somme. Quant au
quotient, aussi égal a l, il est
multiplié par le numéro de la
eolonne, ce qui donne ¥ ; ce pro-
duit est reporté sur la ligne rete-
nue de la colonne §, et on recom-
mence les mémes opérations
dans cette nouvelle colonne.




que 20 divisé par 19 donne un reste de 1, et que le quotient 1 multiplié
par 9 donne 9. Ensuite, 9 + 20 donne 29 qui, divisé par 17, donne un
reste de 12 et un quotient de 1 ; celui-ci, multiplié par 8, donne 8, d'ol1
la somme suivante, 28, ete.

« Une foiz le premier sous-tableau rempli, en enlevant un chiffre au
nombre de la colonne ¢, on trouve le premier chiffre de m: 3.

e Pour le deuxiéme chiffre de i, on remplit d'abord la colonne «x10» du
deuxieme sous-tableau, en multipliant la ligne «restes du premier
sous-tableau par 10. En repartant de la droite, on remplit comme pré-
cédemment toutes les cases du deuxiéme sous-tableau. Une fois ce
dernier rempli, on trouve le deuxiéme chiffre de n en enlevant un
chiffre au nombre de la colonne r.

¢ Pour obtenir n chiffres de m, il faut initialiser un tableau a 332 xn
colonnes (arrondi a la valeur supérieure) avec des «2». Dans notre
exemple, nous devons nous arréter dés que nous avons trois décimales de
. Un chiffre obtenu n’est garanti exact que 57l est suivi d'un chiffre dif-
forent de 9. En outre, on trouve parfois le «chiffres 10 (lorsqu'un nombre
plus grand que 100 se trouve dans la colonne ). I1 faut alors modifier le
précédent chiffre de nen l'augmentant d'une unité. Heureusement, cela
se produit rarement : en partant d'un tableau de 116 «2» (hon pour 35
décimales), on trouve le chiffre «4» au 32° sous-tableau, puis le chiftre
«10w au 33° sous-tableau, ce qui améne a corriger le «4» précédent en «5».

Le calcul en bases a pas variable

Une facon d'interpréter les caleuls réalises par I'algorithme
compte-gouttes est de considérer la notion de hase de numération
i pas variable.

Le nombre T en base 10, c’est-a-dire dans la base & pas constant
d = [1/10, 1/10, 1/10, ...], s'écrit m,=[3;1,4,1,5,...], car:

el f 1 1 T
ST l.,l 10 l.,4 +10!1 10 l._'“ ST _,',:,'_,'_.
Or on a vu précédemment que la série dEuler pouvait s'écrire :
'I. 1 '.. 2 '.. 3 l‘ 4 |I. 5 .'| [\ .'| 1
= '.,2 + 5 |Ilz +x ||.2 + |...2 *g i._'? T T .',.I.-'.' |

En généralisant la notation précédente, on dit que m, dans la base
a pas variable b = [1/3, 2/5, 3/7, 4/9, -], g'éerit - my, = [2; 2, 22 %

Dans ce contexte, 'algorithme compte-gouttes n'est que I'algo-
rithme de conversion qui fait passer de n écrit en base b a n gerit
en hase d. Voici Pexplication de cette conversion :

Soit 1T’ la somme partielle des 13 premiers termes de la série d'Eu-
ler de 7. On voit que la premiére ligne du tableau, (2, 2, 2, ..}, corres-
pond 4 i’ écrit dans la base b.




On obtient la premiére ligne du premier sous-tableau en multi-
pliant par 10 chague chiffre de «' en base b ; elle contient donc une
gxpression de 101 en base b. Toutefois cette expression n'est pas «nor-
maliséer, car certains de ses «chiffres- sont supérieurs aux dénomina-
teurs des fractions de la base 4 pas variable b. C'est exactement comme
s, en base 10, on multipliait par 5 sans précaution chaque chiffre du
nombre 453, ce qui donnerait [20 25 15]. Pour arriver a l'écriture «nor-
malisées 2265 (qui n'utilise que les chiffres de 0 & 9, il faut convertir
20 25 15] en partant du dernier «chiffres et en faizant passer les rete-
nues de droite a gauche : du 15, on retient le 5 et on passe au «chiffre»
spivant avec la retenue 1 qui, ajoutée au 25, donne un 6 et une retenue
de 2, ete. Le travail effectué lors du remplissage du premier sous-
tableau correspond exactement & cette rééeriture sous forme normali-
sée dans le cadre de la base particuliere [1/3, 2/5, 3/7, 4/9, ...

Lentier 30 se trouve en téte de cette forme normalisée de 101, ce
qui signifie que n’ commence par 3. La derniére ligne du premier sous-
tableau contient donc le nombre 10% - 30 = 1,415... en base b. Dans le
spus-tableau suivant, on effectue la mise sous forme normalisée de
100107 — 30) = 1007 — 300 en basze b. Ce nombre commence par 13, ce
gui signifie que @ & un «1= pour premiére décimale aprés la virgule, et
ainsi de suite. Au total, le calcul des sous-tableaux est simplement la
conversion en base 10 de ', qu'on avait écrit au départ en base b.

Les algorithmes compte-gouttes {comme les programmes donnés
précédemment, qui en sont la traduction) n’utilisent pas de nombres
réels et n'ont besoin que d’entiers de taille raisonnable (si l'on n’est pas
trop ambitieux}. Par exemple, pour obtenir 1 000 décimales de m, des
entiers de longueur 10 suffisent. Cette propriété n'a rien d’extraordi-
naire, car elle est commune a la grande majorité des algorithmes de
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Goutie i goutte, la machine de
I'algorithme compte-gouttes
produit des décimales de =



caleul de 1 ; ceux-ci, puisqu’ils reprogramment les algorithmes d’addi-
tion et de multiplication, n'utilisent en définitive que des entiers. Tout
un mécanisme de report de retenue est présent dans les algorithmes
compte-gouttes qui, & leur fagon (trés élégante), reprogramment aussi
une arithmétique entre grands nombres (en fait, ils reprogramment la
conversion de I'arithmétique en base b a 'arithmétique en base 101

En conclusion, les algorithmes compte-gouttes sont une jolie trou-
vaille qui permet, d'une part, d’écrire des programmes courts pour cal-
culer m et, d’autre part, d'effectuer a la main un calcul agréable de n.
Toutefois, ils ne présentent aucun autre progrés par rapport a ce qui
existait en 1974, car:
~ il faut savoir jusqu’on on souhaite aller avant de commencer ; 51 l'on
décide d'aller loin dans la suite des décimales de n, il faudra,dés le
départ, faire de longs calculs ion ne peut pas décider en cours de route
le nombre de gouttes que l'on veut 1) ;
— pour caleuler n décimales de &, les algorithmes compte-gouties ont
besoin d'un espace mémoire de taille proportionnelle & n, a la diffé-
rence des algorithmes déduits de la formule de Bailey-Borwein-
Plouffe, que nous décrirons au chapitre 5 ;
- pour caleuler n décimales de m, la durée des calculs est proportion-
nelle & n? {ou méme 4 n2 x Infn)). Avant 1974, tous les algorithmes uti-
lizés pour caleuler n étaient dans ce cas. Toutefois, en utilisant les
méthodes de multiplication rapide, on peut faire une économie de
temps considérable, comme nous le verrons au prochain chapitre,

Signalons pour finir la formule suivante, démontrée il v a
quelques années par William Gosper, et qui pourrait donner lieu 4 un
a]gnrithme compne—ﬂuuttcs plus efficace que le précédent

2x3 | Sivalpir i e 427 | |

m=dta '8+ % B x 3'13+10>«:11x3l._1b 13%x14%3 |

Accélération de la convergence

En fait, la série d'Euler utilisée pour les algorithmes compte-
routtes résulte de 'application d'une méthode d’accélération de la
convergence a la série affreusement lente de Madhava-Gregory-Leib-
niz. (’est un bel exemple d'une technique dont nous allons dire
quelgques mots. En analvase numérique, on ne cherche pas seulement a
caleuler n, et l'on rencontre souvent -des suites numériques dont on
veut évaluer la limite. C'est pourgquei l'on a cherché des méthodes qui
transforment les suites lentement convergentes en suites plus rapide-
ment convergentes, Les mathématiciens ont trouvé de nombreuses
méthodes d’accélération, mais nous nous contenterons d’en présenter
une, qui est a la foiz =imple et efficace.




Le procédé delta-2 d’Aitken, inventé en 1926 par le mathémati-
sien et calculateur prodige Alexander Aitken, consiste a définir, a par-
firde la suite x, que l'on veut aceélérer, une nouvelle suite ¢ de terme
général (pour 2 2): . x”.;l:iz_xn_lﬁ
" K 2In—l *Xp—3
ot dont la limite est ]a méme que celle de x. Cette formule est utihi-
sable dis que I'on dizpose de trois termes conséeutifex, . x ,etx, de
la suite & accélérer.

En appliquant le delta-2 d'Aitken 4 la série de Madhava-Gregory-
Leihniz, dont la convergence est particuliérement lente txg,, = 3,143568,
soit seulement deux décimales exactes !, on obtient une no uvelle suite
tnbian plus rapide : t, =3,1666

i, =3,1418396
by, = 3,14159465
tey = 3,14159265659

Dans ce cas particulier, on montre qua un certain rang, l'erreur
wmmise par ¢, est dix fois inférieure a celle commise par x , puis 100
foiz inférieure un peu plus loin, puis 1 000 fois inférieure encore plus
loin, ete. Autrement dit, la quantité (m — ¢ Win —x ) tend vers zéro
guand n tend vers l'infini. C'est la définition précise de lexpression «la
suite t, accélére la convergence de la suite x ».

La méthode d’Aitken est fondée sur une idée élémentaire que
noue allons expliquer, car elle est caractéristique des méthodes d'ae-
eélération. Le procédé delta-2 d’Aitken est ajusté pour traiter parfai-
tement les suites géométriques, cest-a-dire de la forme L.+ awbt:
3 |b| estinférieur a 1, une telle suite converge vers L, car b" devient
de plus en plus petit quand r augmente. Quand la suite & accélérer
est réellement une suite géométrique, le procédé donne directement
lalimite I dés que trois termes sont disponibles. Ce cas ne se présente
hien siir jamais (les suites que l'on étudie sont plus compligquées),
mais quand la suite traitée ressemble suffisamment a une suite géo-
métrigue, comme c'est le cas de la série de Madhava-Gregory-Leib-
niz, le procédé en accélére la convergence. Le principe heuristique
général s'énonce ainsi :
wpssayer de deviner la limite en partant d'une hvpothese de régularté
de la suite : si ca ne marche pas, ga permettra peut-étre d'en accélérer
la convergence.»

(est une idée triss simple qui fonctionne d'une maniére élonnante,
earil n'est pas rare gu'une suite numeérique ressemble suffisamment &
une suite géométrique. Mais que signifie ce ssuffisamment» ? L'un des
résultats obtenus au sujet du delta-2 précise cette condition : e terme
sécarts désignant la différence de deux termes consécutifs de la
suite x,, si la suite des rapports de deux écarts consécutifs converge



vers une limite non nulle b comprise entre —1 et +1, alors la suite
donnée par le procédé delta-2 d’Aitken accélére la suite x| (au sens
indiqué précédemment). En bref: i x, est convergente, de limite L,
etquelx ,—x  )/(x -x )converge vers unnombreb tel que b0
et -1 < b < 1 (la convergence de x_ est alors dite linéaire), alors
(L —t J/(L - x ) tend vers zéro. La série de Madhava-Gregory-Leib-
niz posséde effectivement une convergence linéaire, il était done
normal qu'elle soit accélérée par le delta-2 d’Aitken.

Bien d’'autres propriétés de cette formule en apparence simple ont
été démontrées ; en particulier, on a prouvé que le procédé delta-2
d’Aitken était optimal pour I'accélération des suites & convergence
linéaire. Le résultat précis 8'énonce ainsi :

« il n'existe pas de formule algébrique plus simple qui accélére la
convergence de toutes les suites i convergence linéaire, et ;

» il n'existe pas de méthode transformant x, en ¢, el de nombre e >0
tels que |L — ¢ |/|L - x,|1* tende vers 0 pour toute suite & conver-
gence linéaire (le taux d'aceélération de 1 donné par le delta-2 ne peut
done pas étre amélioré en 1 + €),

Les méthodes d'accélération de la convergence, aussi inléres-
santes soient-elles, sont toutefois incapables de résoudre tous les
problémes de convergence, Dans les cas trés spécifiques, tel le caleal
de n, il est souvent plus intéreszant de trouver directement une
méthode qui converge vite que de choisir une méthode qui converge
lentement pour I'accélérer ensuite, Certaing résultats négatifs
expliquent d’ailleurs pourquoi il ne faut pas tout attendre des trans-
formations accélératrices.

Voici deux de ces résultats. Le premier montre que les suites &
convergence lente ne peuvent étre accélérées que de maniére excep-
tionnelle. Le second montre qu'il en est de méme pour les suites i
convergence trés rapide.

» On dit qu'une suite de limite L est  convergence logarithmique sile
rapport des erreurs de deux termes consécutifs, (L —x, WL -x ), s'ap-
proche de 1 quand n augmente, Pour une telle suite, plus on va loin,
moins les progrés sont rapides. On connait beaucoup de suites 4
convergence logarithmique qui sont accélérées par telle ou telle
méthode, et Pon a méme espéré que l'on pourrait trouver une méthode
universelle pour les suites i convergence logarithmique : aprés tout, sl
elles sont lentes il doit bien étre possible de les faire se presser un peu.
(e réve s'est envolé, ear nous disposons de la preuve qu'aucune trans-
formation de suites n'est efficace pour I'accélération de toutes les
suites a convergence logarithmique. Autrement dit, vous pouvez espé-
rer accélérer certaines suites i convergence logarithmigue, mais vous
ne pourrez jamais les accélérer toutes par une méme méthode : les
suites a convergence logarithmique sont si nombreuses, et, derriére




r apparente régularité, elles se comportent de maniére si désor-
nnée et =i variée qu'aucune méthode n'arrivera jamais a les maitri-
rglobalement.

s Lautre résultat concerne les suites dont le rapport des erreurs de
ux termes consécutifs tend vers zéro. Ce sont des suites qui conver-
nt de plus en plus rapidement : le nombre moyen de chiffres gagnés
chaque itération va en augmentant. On pourrait considérer qu’il
‘sst pas trés utile d’accélérer de telles suites... et c'est d’ailleurs
impossible | Comme dans le cas des suites a convergence logarith-
ique, il est aujourdhui prouvé qu'aucune méthode d'accélération ne
ut accélérer toutes les suites dent le rapport des erreurs de deux
termes consécutifs tend vers zéro.

Le principe de ces démonstrations d'impossibilité est l'analogue
mathématique de la chasse au tigre : on tend un piége a la méthode
faccélération dont on suppose I'existence (et qui aurait par exemple
le pouvoir d'aceélérer toutes les suites 4 convergence logarithmique).
Pour cela, on lui donne certaines suites particulieres et on note son
pmportement. Au bout d'un certain temps, on en sait assez sur «ses
habitudes» et on lui concocte alors une suite qu'elle est dans I'impossi-
bilité d’accélérer. Comme autre résultat négatif, on a établi que la
véunion de deux familles accélérables n'est pas forcément accélérable.
Cela prouve que les procédés de composition d’algorithmes d’accéléra-
fon ne réussissent pas toujours i synthétiser les bonnes propriétés
des méthodes d'accélération qu'ils composent.

Sur toutes ces questions, on consultera les livres de Claude Bre-
sinski indigués dans la bibliographie ou mon ouvrage sur les transfor-
mations de suites qui est plus particuliérement consacré aux résultats
de limitation.

Annexe : I'extraction de racines carrées

Il existe une méthode d'extraction des racines carrées, posée sous
Jaforme d'une sorte de division, qui permet de calculer des racines car-
rées avec une précision aussi grande qu'on le souhaite, aussi bien a la
main qu'avec une machine. Au prochain chapitre, nous verrons une
autre méthode de calcul des racines carrées, mais nous rappelons ici,
pour le plaisir, cette ancienne et belle méthode.
 Elle raméne la recherche de la racine carrée d'un entier de lon-

aueur i & n/2 multiplications environ d'un entier long par un entier
court. Cela ne convient pas pour de trés grands caleuls (saul i on
regroupe les diverses multiplications intermédiaires, mais il est alors
plus simple d'utiliser la méthode de Newton, expliquée au prochain
chapitre, avec une multiplication rapide). En revanche, cette méthode



o irearss X i
89415213 9455
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184 < 4 [(2 x x )V = ¥] == -736
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1885 % 5 [(2 x xy }Z x 2| =» o L
| gl L e A
18905 % 5 [(2 x xyz )i = 1] == -94525
8 188

On a bien : 9 455 x 9 455 + 18 188 = 89 415 213
et - 0 455 < B9 415 213 < 9 456

peut étre utile pour dez calculs de taille moyenne ( Jusgu'a quelques
millions de décimales), programmés a partir des formules d’Eugene
Salamin et Richard Brent présentées au chapitre suivant,

Aprés avoir séparé le nombre dont on cherche la racine carree en
tranches de deux chiffres en partant de la droite, on considéere la pre-
miére tranche de gauche, et on cherche le plus grand entier x dont le
carré soit inférieur a cette tranche. Dans I'exemple ci dessus, x = 9, car
9 x 9 = 81 est le plus grand carré inférieur 4 89, Aprés soustraction, il
reste 8 On descend deux chiffres de plus, ce qui donne 841, On cherche
a prészent le plus grand entier ¥ tel que [2x]y x v (on accole le chaffre ¥
au produit 2x, puis on multiplie le résultat par y) soit inférieur a 541.
Ici v = 5 ne convient pas, car 185 x 5 = 926 est trop grand. En revanche,
v = 4 convient, car 184 x 4 = 736, On continue de méme jusqu'a ce que
toutes les tranches de deux chiffres soient abaissées.



