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Devoir Surveillé 11 - Eléments de Correction

Exercice 1
T est ’ensemble des couples (z,y) de réels solutions du systeme d’inéquations

3
m+y§1

B~ =

T > y >

] =

On note 77 1" “intérieur” de T & savoir I’ensemble des couples (z,y) solutions du systéme
d’inéquations

> L > +y< 3
oy Yoy Yy
. . s 1 1 2
Soit f la fonction définie sur T" par :  f(z,y) = — + — —
T Yy xT+Y
1. Représenter sur un méme graphique T et T".

2. On admet que T’ est un ouvert de R2.

(a) Sut 7" on a x +y > % donc f est de calsse C? sur T (car ¢ # 0 : y # 0 et

x+y#0)
af _ 1, 2
81‘ (.’Ii,y) - IQ + (x—l—y)2
af _ 1.2
dy @y) = y2+(:c+y)2

(b) Sur Pouvert T”, si f a un extremum en (z,y) alors g—i (z,y) =0et % (z,y) =0
=2 2 _ .2
donc ““5?/)2 et { 2:1: —Y 2
= @ty)? 2y° = (z+y)
Alors 2y? = (2y)2 et y = 0 ce qui est impossible sur T”
Donc f n’a pas d’extremum local sur T".

dotx=ycarx>0ety>0

@m‘ = &m‘ =

3. 1l faut a la fois minorer et majorer :
/ . 1 1
Sur le graphe de 7" on voit que 7 <x < 5 et
On le prouve :
xzietyZ%doncx—&—yz%
x—i—yﬁ%donexﬁ %—y;etcommeyZ%alors—yg—i etxﬁ%etde
méme pour y.
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et 5 <x+y<

N
(SIS
NI

Conclusion : | Donc i <z< % et % <y<

g =1t+l-2

On enchaine les déductions pour arriver a ’expressoin de f :

igxg % donc 2 < % < 4 car la fonctiona:—)%est décroissante sur |0, +o0|
1 1 1

Z§y§§don02§§§4.

1 3 8 2 2 8

Dou2+2-4< f(z,y) §4+47§: %

Les ”simples considérations” donnent le résultat escompté a droite, mais pas a
gauche.

Il faut donc étre moins simple : on réduit les fractions.

ey = yety tr(@t+y) -2y y*+a?

’ ry (v +y) zy (z+y)

Avec 2 > 1—16 et y2 > % d’on x2 + 92 2%

zy(z+y) < 333 =2 (produit d’inégalité & termes positifs!) donc m >
3
16

et f(z,y) > él—g’ﬁ ce qui ne convient toujours pas!

On en revient a une résolution classique :

W2 + 22
zy (z+y) —
=yt a?> 22y (2 +7)

=y’ (1-2z)+2*(1-2y) >0

f(z,y) >2 <=

. . 1 1
ce qui est vrai car y < 5 etx < 5

Conclusion : | pour tout (z,y) de T on a 2 < f(xz,y) < 12

On consideére une urne contenant des boules blanches (en proportion p), des
boules rouges (en proportion r) et des boules vertes (en proportion w).

On suppose que pZZ ’I”ZZ UZZ etque p+r+u=1.

On effectue indéfiniment des tirages successifs d’'une boule dans cette urne avec

remise entre deux tirages.

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on note B,, (respectivement R,,,
V,,) I’événement : “Tirer une boule blanche (respectivement rouge, verte) au n'®me
tirage”.

On appelle X (resp Y) la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la
premiére blanche (resp rouge).

On définit alors la variable D = |X — Y| égale au nombre de tirages séparant la
sortie de la premiere blanche et de la premiere rouge.
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4.

X est le rang d’apparition de la premiere blanche dans une suite de tirage
indépebndants ayant tous la méme probabiltié p de donner blanc.

Donc X — G (p) et de méme Y < G (r)

. ”La premiere” signifie que I'on en a une a un tirage et pas avant

— Sii=4,(X =49 N =j) est impossible et P[(X =) N (Y =4)] =0

— Si 4 < j alors on a d’abord la premiere blanche et ensuite seulement la rouge :
(X=)n¥ =/)=vin---NVie1NB;NRix1N---NR;_1NR;
Et comme les tirages sont indépendant :

PIX =)N (Y = )] =P (Vi) ...P (Vi1) P (B) P (Riz1) ... P (R 1) P (Ry)

ou il faut bien compter les occurences :
delai—1:7—1 termes
dei+laj—1:5—1—-(G+1)+1=45—1i—1 termes
(vérification au total : i —14+1+j—i—14+1=7)
Dot P[(X =i)n(Y =) =u"lp(l—r) " 'r
— Et en inversant les roles de blanc et rouge (donc de p et r et de i et j)
sii>f, P[(X=4)n (Y =j)]=u""r(1-p) '~ 'p

La loi du couple est donc donnée par : X () = N* et Y () = N*
— Sii=j:P[(X =N =4)]=0
—Sii<jP[(X =N =j)]=u"lpA—r)""r
— Sii>j:P[(X=)NY =) =wr(1-p) 7" p
X et Y sont indépendante sir, pour tout (i)
PX=)P(Y =}
Pour monterr qu’elles ne le sont pas, il suffit de trouver un contre exemple :

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car P(X =1NY =1) =0 #
PX=1)P({Y =1)

P(X=inY =j) =

On décompose I'événement avec les trems de la loi du couples :
(D=k)=(IX - Y| = k)
=(X-Y=kKU(X-Y=-k)
car k>0

Les événements étant incompatibles (valeurs de Y toutes distinctes) mais X et Y
pas indépendantes (ici j + k > j)

—+o0
P(X-Y=k=>» P(X=j+knY =j)
j=1

= Zuj_lr (1- p)ﬁ_k_j_lp
Jj=1

—+oo
A DO
j=0
rp _ 1
:?(1*P)k 1<1—u1)
= —p

Comme p+r+u=1onal—u=p+retdonc (incompatibles)

P(D=k)= pprr [(1 _p)k—l +(1— T)k—l]

. D a une espérance si la série ), o, kP (D = k) est absolument convergente. (<=

convergente car tous les termes sont positifs)
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p+r k=1 )
pr
k(1 — 0+ —— k(1 — -0
e (e SR Sha )
k=0
pr 1 1-— 1 1—r
- 1- 1- 2
p+r P[1—(1-p) rl=(1=r)
_opro (L1
_p+r<p2+7“2>
P4
(p+r)pr
Donc D a une espérance et E(D)*(;’_J)Tpr*f(p,)
Commep>2letr>tetp+r=1—-u<2 (caru>1)alors (p,r) €T et

16
2<ED) <

Conclusion :

Exercice 2
Partie -A-

o(P)= (X2 -1)P"+2XP.
il est clair que I'image est un polynome

1. ¢ est définie sur Ry[X] par
enature de I'image :
edegré de 'image : (P) est visiblement au plus égal & 2

puisque P’ est au plus de degré 1 et que P” est constant.

elle provient de la linéarité de la dérivation :

VeR,

(X2 —=1)(P+AQ)" +2X(P+ Q)

elinéarité de ¢ :
v P7 Q S RQ [X]7
p(P + Q)

= (X2-1D)(P"+2Q")+2X(P'+ Q")
= (X2-DP"+2XP' + A ((X?-1)Q" +2XQ') = ¢(P)
CONCLUSION ‘ ¢ est un endomorphisme de Ry[X] ‘

e(1) =(X?2-1)0+2X0=0 00 -2
(X)) =(X?2-1)0+2X1=2X dou M={[0 2 0
P(X?) =(X?2-1)2+2X2X =-2+6X2 0 0 6
3. Utilisons la matrice pour trouver le noyau :
a 0 0 -2 a 0 —2¢ =0
PlbleKerp<s [0 2 0 bl =10] & 26 =0 ©b=c=0
c 0 0 6 c 0 6c =0
CONCLUSION ‘Ker ) est ensemble des polynomes constants‘

Le noyau est de dimension 1. Le théoréeme du rang indique que l'image
est de dimension 3-1=1. Comme l'image est engendrée par I'image d’une base

de Rg[X], en consultant la matrice on trouve immédiatement que Im(p) =
Vect(2X, -2+ 6X2)
soit Im (¢) = Vect(X,1—-3X?) = {a+bX —3aX?, a,beR}

4. (a) L’endomorphisme (¢ — AId) est non bijectif si et seulement si sa matrice n’est
pas inversible, soit ici, étant triangulaire,si et seulement si un des coefficients
diagonaux est nul

CONCLUSION \ (¢ — A1d) bijectif sauf pour A = 0, A = 2, A = 6\

(b) Avec A = 6, la matrice ci-dessus permet le calcul du noyau de (o — 61d) :
—2c=0

c=—-3a

—6a 2
{ b —0 @{bo Ker (p) = {a(1 —3X?) a€R}
Partie -B-
L’équation différentielle () (22 — 1)y” + 22y’ — 6y = 0 est définie sur [ = {—;, ;] .

Elle est linéaire du second ordre sans second membre (mais les coefficients ne sont pas
constants).

1. Recherchons le degré des polynémes solutions de (£) : si P de degré n est solution
alors :

on=0= P=a.

en=1= P=a+bzx.
P=0

n>2= P=ax"+--, P =naz" !, P =n(n—1)az"?

La condition est —6a = 0 donc P =0

FAe(Q) & devient 2bx — 6(a + bx) = 0 & —4bx — 6a = 0 donc

2. La matrice de ¢ s’obtient en cherchant I'image de la base :

Alors (22 —1)P” + 2z P’ — 6P est au plus de degré n.
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Le coefficient de ™ est a (n(n —1)+2n— 6). Ceci s’intégre facilement.
11 doit étre nul, d’ou la condition nécessaire (a n'étant pas nul) n4+n—6=0 1—2 ) 1 1—2 3 T
soit m=2 ou n=—6. Seul, n=2 conviennent. Nous venons de montrer Comme 14z > 0 sur ]_1’ 1[’ on obtient | F'(x) = 8 In 1+2 + 4372 — 1

que l'ensemble des solutions polynomiales de (€) sont dans Ro[X].
Quels sont ces polynémes ¢ puisque ces polyndmes sont dans Ry [X], I’'équation
s’écrit alors ¢(P) — 6P = 0. L’ensemble de ces solutions est le noyau de (¢ — 61d)

calculé au A-3-b. CONCLUSION ’ P € R[X] est solution de (£) & P = a(1l — 3X?) ‘

Le polynéme qui vérifie K(0) =1 est donc ‘ K(X)=1-3X? ‘

1
—1) (32

1
(@2 = 1) K*(z) (2

Soit f(x) =

en 0.

)2 et I la primitive qui s’annule

2. (a) Vérifions que K F est solution de (KF) :

(KF) =K'F+Kf et (KF)"=K'F+2K'f+ Kf'
d'ott (22 —1)(KF)" +2z2(KF) —6(KF)
=F ((2? = 1)K" + 22K’ — 6K) + f ((2? — 1)2K' + 22K) +(z* — 1)K f’
=0car K solution de & =A
=B
Comme KA = ((2*— 1)K2)/ il vient
KB =f((a*-1)K?) + (@*> - D)K*f' = (f(2®> - 1)K?) ' =0
—_———
=1
Comme K ne s’annule pas sur [ KB = 0 = B = 0

‘ K F est solution de £ ‘

(b) Pour expliciter F, il suffit de décomposer en éléments simples (avant d’intégrer) :

=1 _— _a 4 b c d e h
f T (22-1)(322-1)2 T z-—1 + z+1 + (zv/3+1)2 + zvV/3+1 + (zv/3-1)2 + zv3—1

la parité donne b=—-a, c=e et h=-d
1
le calcul de a est classique (multiplication par (x — 1) puisz =1) a= 3
3
le calcul de e est identique e= -3
puis on remplace x par0: —1= —a+b + c+e +d—h h=0

—— ~—~— ——

=—2=-1/4 =2e=-3/4 =-2h

1/8 1/8 3/8 3/8
On obtient donc f= / — / — / — /
r—1 z+1 (2v3+1)2 (2v3—1)2

3. Nous avons deux solutions (K, KF) qui forment une famille libre (K n’étant
pas nulle, il faudrait que F soit une fonction constante). L’espace vectoriel des
solutions étant de dimension 2, cette famille en est une base. Une fonction
est solutions si et seulement si elle est combinaisons linéaires de K et KF :

S={K(aF+p8) o peR}

Partie -C-
1
_ Tk) e

L(X):HZ=1 (X R(X):m i#j = T F£ T

Les 7; sont différents deux a deux, d’ou la forme de la décomposition :

d
X+1+Z

I
o (X7
1. Le calcul de a et b est classique (multiplication par (X — 1) puis X =1
1 1 1
=arvea Pt Eonecy YT wmem P

(07

R(X)

). 1
—1
20%(—1)

donne

2. Une méthode semblable permet le calcul des Ay (multiplication par (X — 74)? puis

X =7). En notant Ly = i<a (X — 7 btient Ay = —5—<—5—.
7). En notan k Hliid( 7;) on obtien k )2 ()
il vient L'(X) = Lg(X) + (X —

Ay = !
(72 = 1) (I'(7))

En dérivant L(X) (X — ) Le(X),

k)L, (X) soit encore L'(7y) = Li(7%). Finalement

2

3. Note : En dérivant une deuxieme fois, il vient :
LX) = 2L, (X) + (X — 7) L (), L"(71) = 2L, (7h)-
Le calcul du résidu relatif & un pole double est connu. Il provient de I’égalité
(X — )*R(X) = A + (X — %) By, + (X — 7)2¥(X)
qui montre que By, est la valeur en 74 de
/
(O =R = (i) =

En utilisant les égalités précédentes, on obtient :

d’ou

2XLA(X) + (X% = 1)2Lk (X)L (X)
(X2 = 1)L2(x))’
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27 (L (7x))* + (12 = V)L (i) L (73

B, — _ 2meLi(m) + (5 = D2Li(ro) Li () _

(72 = D) L3(m)’ - (7 = DAL (7))

soit, apres simplification : B =—

2TkL/(’7'k) ( 13 1)L”(Tk)
)

(i = D2(L' (m2))?

4. Soit  S(X)=(X?2-1)L"(X)+2XL'(X).

On remarque que le numérateur de By est S(7x). Comme 75 # +1, il est alors
évident que (Vke[1,d] Br=0)e (Vkel[l,d] S(m) =0)

Puisque les 71 sont distincts deux a deux, nous en déduisons

d
S(X) = Q) [[(X = )
k=1

D’autre part, la forme de S montre que deg(S)
Q est constant, donc S(X) = pL(X), peR.

L étant normalisé, u est le coefficient dominant de S. Calculons le :

= Q(X)L(X)

< deg(L). On en déduit que

L=X%+
L' =dX4t+... = S =(dd—1)+2d) X+ soit
L' =d(d—1)X42+ ...

w=d(d+1)

5. Lorsque d = 2, nous obtenons y = 6. L est le polynome normalisé de degré 2 tel
que S = 6L, c’est-a-dire (X2 —1)L" +2XL' = 6L.

L est donc la solution normalisée de &, soit L=X2_-=

Exercice 3
Partie -I-

si A= (Ccl Z) alors o(A) = (_dc _ab> et 7(A)=a+d (latrace)

1. 0 : M2(C) — M32(C) est visiblement linéaire et involutive :

a’'=d

. . . b= —b

— son expression analytique dans la base canonique de M3 (C) est o — ¢
d'=a

a b o d —-b o a b 2
. (C d) — (c a) — <c d) donc o “ = Id g, (c)

’ o est une symétrie

Nous savons que Mo (C) est un C-espace vectorielﬂ de dimension 4. Pour mon-
trer que (I,J,K,L) en est une base, il suffit de montrer que cette famille est
libre.

SI oI +pBJ+~vK+06L =0 (matrice nulle), alors

a—16=0
a—1i6 —f+iv) a+id=0 e
(54—2’7 a+z‘5)0® _Biiq=g Fa=f=7=0=0
B+iy=0

‘ (I,J,K,L) est une base du C-espace vectoriel Ms(C) ‘

Pour obtenir la matrice de o relativement a cette base, il suffit d’en calculer les
images. On obtient immédiatement o(I) =1, o(J)=J,, o(K)=—-K, o(L)=—-L

1 0 0 0
. . . 0 -1 0 0
donc la matrice de o relativement & (I, J, K, L) est 0 0 -1 o
0 O 0 -1
2. A,B e MQ((C)
(a) Vérifions que o(AB) = o( O'(A par un calcul matriciel :
(¢ 8- 2)
avec A = c , | nous avons
_ f(aa’+bc’ ab’ +bd (b +dd"  —ab’ —bd’
AB_(ca "+dc’ cb’ —|—d > = o(4 _<—ca'—dc' aa’—i—bc’)

— d cb’ +dd’ —ab’ —bd’
o(A)o(B) = < ( ) - (ca’dc' aa’ + be’ )

| ¥ A,B € Ms(C) o(AB)

= o(B) o(4) |

(b) Avec les mémes notations, calculons le produit A o(A) :

(00 ()= (0" i) =t (5 )

| ¥ A€ Ms(C) Ag(A) =Det(A) I |

1. Attention : dans la partie II, cet ensemble est considéré comme un R-espace vectoriel. 11 est alors de dimension 8.
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(c) Si A est inversible, alors il existe une matrice inverse B telle que AB =1
(VoirE[).

Comme o(I) = I, en utilisant le résultat de la question 2-a il vient
o(AB)=o(I) = o(B)o(A) = I = o(B) = (o(4)) "

(o(4) "

A inversible = o(A) inversible et o(A™1)

3. (a) La linéarité de 7 : (Z Z) — a+d est immédiate.

7 : M3(C) — C est donc bien une‘ forme linéaire du C-espace vectoriel My

(©) |

a b

(b) Pour A= (C d) € M5(C) nous avons

o= (2 D)o (4 D)-(3 0w ()
Ainsi : (VA€ My(C): o(A)=-A+7(A)] |
Partie -1I-
M(z1,2) = (2 f) et H={M(z,2) — (21,2) € C?}

4. (a) En notant z1 =21 +iy1, 22 =22 +1iy2, (Z1,Y1,22,y2 € R), nous avons

T1+iyr —T2+iys
M = . .
(21,22) <x2—|—1y2 961—2311)
10 0 -1 i 0 0 4
(o 1)) ) l0)
= $1]+$2J—y1L+y2K
d’ou l'existence de la décomposition indiquée.
L’unicité de cette décomposition vient du fait que la fa-
mille (I,J,K,L) est librelﬂ dans le R-espace vectoriel Msy(C).
En effet, nous savons déja que, pour tous complexes «,f3,7,0,

al+BJ+~vK+J0L=0=a=08=7y=0=0.
Cette implication est donc forcément vraie quand «,3,y et § sont réels.

(VMeH, 3! (0,5,7,0)€R" M=al+pJ+7K+6L |

2. On rappelle que pour les matrices il est inutile de vérifier quad AB=BA=1
3. Mais ce n’est pas une base du R-espace vectoriel M2(C) qui est de dimension 8.

(b) Nous avons donc H C Vect(I,J,K,L) (espace vectoriel engendré par cette fa-
mille).
Pour obtenir ’égalité, il suffit de vérifier que I,J, K et L appartiennent
a H, ce qui est vrai puisque I = M(1,0), J=M(0,-1), K =M(0,i) et
L =M(—i,0) .

H est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel Mo (C)
de dimension 4, de base (I,J, K, L)

On peut vérifier la stabilité par un calcul direct (qui se révele assez rapide) :

) zh —z
=)y 7

! —_— / / —_— /
M(z1z] — Za 29,222 + Z125)

21

M (z1,20) M(2,2%) = (z
2

! = ./ o =— 7
_ (m121—Zzy (a2 + 72 2))
Zoz + Z12h  —z0zh 4+ 71 2]

‘ H est stable pour le produit matriciel ‘

On pouvait également se contenter de vérifier que les produits deux a deux
des matrices I, J, K, L sont des éléments de H. On dresse alors la table de mul-
tiplication suivante :

(Il JIKE[ L]
T1]J K] L
T 7T L -k
K| K[-L|-1] J
LI L[ K |-J| T

Montrons que H est une sous-algebre de la R-algebre My (C).
H est déja un sous-espace vectoriel, stable pour le produit.
Il reste a vérifier que I’élément unité I appartient & H, ce qui est évident.
Enfin, la table précédente montre que J K # K J .

‘ H est une R-algebre non commutative ‘

si A= M(z1,2) = < ) € H alors 0(A) = ( ?)
1
et Det(A) =271 + 2% = |’ + |2 | VA€ H, o(A) € H et Det(4) € R* |

Z21 — 22 z1

—29

2 7 M(Zl s —22)

€ER+
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(b) Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non 7.(a) A et B appartiennent & H donc o(A) et o(B) aussi. De plus, o est involutive
nul. D’apres le calcul précédent, le déterminant de toute matrice et vérifie 2-b donc nous avons (Ao (B)) =o(0(B))o(A) = Bo(A).
A= M(z,2) € H nest nul quesi |21]* + |22 =0, soit si 21 =23 =0, c'est- Ainsi, en notant M = Ao (B) nous avons :
a~dire si A= M(0,0)=0.

(A B)=qr(M+o(M) = r(r(04) 1) =

1
5 T(M)
Or, M = M(z1,22) € H donc 7(M) =2+ 7z1 €R (A|B)eR

’ toute matrice non nulle de H est inversible ‘

D’apres 'égalité Ao(A) = Det(A) I, nous avons A (ﬁ(fl) o(A)) =1

(b) En utilisant le calcul précédent, nous avons

—1_ _ 1
done 07ACH = A7 = paw oA (A]A)=1r(Ac(A) =1 r(Det(4) I) = Det(4)
(c) H est stable pour le produit matriciel et M3(C) étant integre, nous avons (A]A)=Det(4)
prodillif Oet B#0 = AB#0 cequiprouve que H\{0} est stable pour le (¢) L’application (A, B) ~ (A | B ) est une application de H? vers R.
De plus la matrice unité I est un élément de H\{0} . — Elle est symétrique (puisque Ao (B) + Bo(A) = Ba(d) +40(B)).

— La linéarité par rapport a A découle de la linéarité de 7 et de o :
T((/H—AA’)U(B) + o(A+2AY) B)
—_——

=o(A)+Ac(A")

Enfin, la question précédente prouve que tout élément de H\{0} admet un
! _
inverse dans H\{0} d’on (H\O, x) est un groupe (A+24"[B) =

RNy

6. Soit d ti turel d t s 1
oit deux entiers naturels sommes de quatre carrés _ ﬂ'(AJ(B) +AA0(B) + o(A)B + )\U(A’)B)
p=a’+0+2+d, p'=a?+b?+c¢?+d"?, a,b,c,d,a’b',c’,d €N ‘11 )
_ = - / /
p =lat+ib+|c+id? = Det (M(a+z‘b,c+z‘_c£)) - 4T<AJ(B)+U(A)B>+4T<AA o(B) +A0(4 )B>
DA = (A[B)+x(A"[B)
En remarquant que I oy N
p' =la’"+ib/|>+|c'+id'|> =Det (M(a' +ib’, ¢! +¢d’)) La symétrie donne la linéarité par rapport & B.
o ‘__'z, — Nous avons vu que ( A | A ) =Det(A) etsi A€ H, Det(4) € RT
-~ T2
nous avons donc Det(A4,A) > 0.
pg = Det (M(zhzz)) Det (M(z'l,zé)) — Det (M(zhzz) M(z’17z’2)) — Enfin, avec les mémes notations :
(A]A)=0=Det(A) =0 = |21+ |2=0=21=22=0= A=0
_ A / = ,1\) —
= Det (M(zlzl Z9 29,2227 + 2122)> Det (M(Zl,Zz)) (- ‘ ~) est un produit scalaire sur H
ou Z1=A+4+iB et Z2=C+i'D avec A,B,C,D€Z.
Ainsi : pg=|A|2+|B|2+]|C|2+ |D|? est somme de quatre carrés d’entiers 8. (I,J,K,L) est une base de H. Pour vérifier qu’elle est orthonormée, il suffit de
naturels calculer les quatre carrés scalaires et les 6 produits scalaires. On peut utiliser la
’ d'ot 1a propriété annoncée ‘ table de multiplication précédente (avec o(I) =1, o(j)=—-J, o(K)=—-K et
o(L)=-L).
— (I|I)=370+D)=1 e (J|J)=57(-2J%)=570])=1
Partie -111- ) ((211){ \ i{ J=317(-2K*)=17(2I)=1 e (L|L)=77(-2L%=
1. -
(A B)=1ir(A0(B)+Bo(4)) {17y = (I + 1) =L 7(0) = 0, et de méme

1
T 1
Remarque : dans la suite, nous utiliserons la propriété 7(I)) =2 et 7(AI) =2\. I|K)=(I|L)=(J|K)=(J|L)=(K|L)=0
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‘ (I, J,K,L) est une base orthonormée de H ‘

9. F={AeH — 7(A) =0}
(a) 7 étant une forme linéaire non nulle sur H, son noyau est un hyperplan de H.

CONCLUSION ‘ F' est un hyperplan de H ‘

Caractérisons les matrices de F :
A=M(z1,29) e Fe&17(A)=021+71 e F& 2 €iR
Ainsi, avec z1 =ib, 29 =c+id, bc,d e R

([ ib —ctid)
A_(cﬂ.d _ib>_—bL+cJ+dK

‘ une base de F est (J,K,L) ‘

(b) Comme (I, J,K,L ) est une base orthonormée de H,
—_———

base de F

il est immédiat que ‘ H+ = Vect(I) ‘

(¢) Soitlevecteur A= al +bJ+cK+dL € H.Saprojection orthogonale sur
~ @ Y—

€F+ =BeF
Festdonc n(A)=B=bJ+cK+dL=A—-al.

Notons que B+o0(B)=7(B)I=0 (car BeF=Ker(r)), donc
o(B)=-B.
=al+ B
=aoc(l)+o(B) =al-B
Finalement : B=A—al=A—1(A+0(A4)) soit

o A _
Par linéarité : { o(A) = A+o0(A)=2al

(A — U(A))

m(A) =

1
2

Note: ce résultat est naturel puisquern et o sont les projections et la symétrie de méme

base et direction, donc Id+o =27«



