MPSI Devoir Surveillé- Eléments de correction 2025-2026
. 12 P4 . -1 21 -1
Devoir Surveillé 10 - Eléments de Correction (b) Va €]0; 1], f(x) — 2f (22) = 1 — - meﬁ _ Ilnx = (2 +1)] = —af(z)
Exercice 1 de plus f(1) —2f(12) = -1 = —1/(1)

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par

JO=0  f)=1 el s ="r

1. ln(1+x)f3x:>1ntTt—l:>f(t)r1vl:>}in%f(t):1:f(1)
—
ainsi f est continue en 1.
égr(l) In(t) = —oo et }%t —1=—1 alors }gr(l) f(t) =0= f(0) ainsi f est continue
en 0.

De plus f est continue sur |0; 1] en tant que quotient de fonctions continues sur
]0; 1] avec un dénominateur ne s’annulant pas sur |0; 1[.

Conclusion : ‘ f est continue sur [0;1] ‘

1
On pose alors : T :/ f)de
0

1 1
t
2. Pout tout élément x de ]0;1], on pose I(z) = [ f(¢)dt et J(x) = / th

/fdt:J /f

La fonction ¢ +— Q est continue sur ]0; 1] en tant que quotient de fonctions
continues sur |0; 1] avec un dénominateur ne s’annulant pas sur ]0; 1]. Alors —J
est dérivable sur ]0;1] en tant que primitive d’une fonction continue sur 0; 1]
et on a Vz €]0;1], —J'(z) = @

/fdt:>J /fdt

La fonction u : z + x? est dérivable sur |0;1] & valeurs dans ]0;1]. Ainsi
Vz €]0;1], [#2;1] C]0;1]. Ainsi la fonction x +— J(z?) est dérivable sur ]0;1] et

5 /
on a Vz €]0;1], (/ fit)dt> = %22) X 2
1

Conclusion : la fonction K définie sur ]0;1] par : K(z) = J(22) — J(z) est
dérivable sur |0;1] et

vz €]0; 1], K'(x) =

8

[f(2) = 2f(2?)]

Conclusion : ‘Vaz €]0; 1], f(x) — 2f(2?) = —xf(x) ‘

(c) Ainsi, Vz €]

01K (a) = ~f(0) = K(a) == [ f(o)it = 1(a)

1 1 x
t t t
dott I(z) = J(2?) — J(z) = / th —/ @dt = / th d’apres la
2 T 2
relation de Chasles.
|
Conclusion : |Vz €]0;1[, I(x) = ——dt
2 th’lt
/ —dt [—In|Int|] .x = —ln|lnx|+ln|1nx2| =—In|lnz|4+In2lnz| =1n2
2 tlnt z
Conclusion : | Vz €]0;1], —dt In2
L tlnt

4. Vx €]0;1[, Vt €]0; z],

i ' / —dt par positivité de I'intégrale car — t >0
22 1

vV €]0;1[,Vt €]0; z[,t <z = Int <Inz car la fonction In est croissante sur |0; +00]

Conclusion :

Vo €]0; 1, V¢

Conclusion :

LI
Int ~ Inz
1 1
I
Int = Inzx
Wz €0 1]Vt €]0saf: 0 < — < —1
o * Int ~ Inx
1 | | ) .,
€0z —— < —— = —dt < ——dt par croissance de 1'inté
Int Inz L2 Int g2 Inx
xT 2 _ _ _
N —dt —(z x): z(1 x)_l(
2 Int Inz Inx Inx
Vi 6]0 1 O < |f12 lntdt| — ln:c

z q T T

1
[
Int
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or on a vu que Vo €]0;1[,0 < |[7 Ldt| <

/—dt
0 z2 Int

x
—Z et lim e = 0 alors par

Inz z—0 Inx

théoréme d’encadrement lim

r—
Conclusion : | lim I(z) =In2
z—0
1 T T
6. Vo €]0;1] : T — I(x) = f@&)dt — fdt = f(t)dt d’apres la relation de
Chasles. ] ) )
Conclusion : |Vz €]0;1] : I / f(@)

7. hm/f dt—0:>hmI I()—O:>hmI() 1

ainsi d’apres la question 5 ,

Exercice 2
Partie A

1. En effectuant ces tirages sans remise, on crée une bijection entre les deux jeux de
n cartes.
Il y a n! bijections possibles, et seulement une qui correspond a la reconstitution
des n paires d’animaux.

n k)!
Ainsi P(U A;) = Zk:l( 1)k+1(n ! Z1<zl< <2k<n1

1=
Or Zl<11<---<zk<n 1 est le cardinal de I’ensemble des k-uplets d’entiers ordonnés

compris entre 1 et n.
n
Done 32 ¢i <cipan 1 = ( L )

Ainsi P( U Ai) =Y (kL

i=1

(D

( 1)’“
Ainsi p, =1-3",_, 4

Orp,=1-

=2

P(AL:JI Aj).

(%{)k la somme partielle de la série exponentielle > (7;!):« .

4. On reconnait dans ) ,_,

+oo (=% _
k=0 k! -

Ainsi la suite (pn)n>1 converge et e L.

lim =
n——+4oo Pn

Partie B

1. Si l'urne ne contient qu'une paire de cartes, alors la probabilité de reconstituer
cette paire en un seul tour est 1.

‘Ainsi la variable aléatoire T} est la variable aléatoire certaine égale & 1.Donc P(T} =

)

2. 11 faut au moins n tours pour reconstituer les n paires de figurines.

Par équiprobabilité, la probabilité que les n paires d’animaux soient reconstituées

‘Donc T,.(Q) = [n, +o0]. ‘

3J(a) Si au tour ¢ pour la premiére fois, une paire d’animaux est reconstituée, il res-

2. Si k paires d’animaux au moins sont reconstituées, alors il existe une bijection
entre deux jeux composés chacun des n — k autres figurines restantes.
I existe (n — k)! bijections entre des ensembles a n — k éléments.

tera pour le tour suivant que deux cartes dans 'urne; a ce tour-la donc 1'urne
est vidée. -
Ainsi (TQ = k) =CiNCyN---NCr_oNCr_1NCL.

Ainsi la probabilité qu’au moins ces k paires d’animaux soient reconstituées est (o

Et par la formule des probabilités composées,

3. Supposons que les cartes sont numérotées. Notons A; 1’événement ”la paire d’ani-
mal 7 est reconstituée”.

L’événement "aucune figurine n’est reconstituée” est I’événement contraire de

U 4.

i=1

Et d’apres la formule du crible P(|J 4;) = Y p_, (—1)*+! Yiciy<cipen P(Ai N
i=1

A, N NAL).

N Ay = Bkt

n!

Or d’apres la question précédente, P(A;, N A;, N+

P(TQ = ]{3)7: P(@)P(@\a)P(Ck,g\aﬂﬁCk,g)P(Ck,l\aﬂﬂ
Ck_g)P(Ck\Clﬁ~ --NCrL_2 N Ck—l)-

L’urne contient 4 cartes tant qu’aucune paire n’est retirée. Il y a
alors 2 paires d’animaux recomposées et ;1 = 6 paires possibles.
Ainsi Vk € [2,400[; P(Tp =k) = 5(3)" 2.

- s s k—1 - . o toe 2 .
(b) La série de terme général k (%) est une série géométrique dérivée de raison

. k—1
% qui converge car % < 1. Et Z:;'Cl k (%) = @ =09.
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Donc T admet une espérance et E(T3) = 123" %k (%)k_l =1(9-1) =4. 2n )n
’ Ainsi Ty admet une espérance et E(T) = 4. ‘ 7127” ;:Oi_l kP(T, = k).
4(&) (T3:3):C1ﬂ02ﬂ03. < n )
Alors P(T3 = 3) = P(C)P(C,\C1)P(C5\C1 N Cy) = é Z =i Or+E(Tn) =S (k+1D)P(T, = k+1) =3, [ kP(T, = k+1) +
a8 2 o T

(T3 = 4) = (aﬂCQ NCs ﬂC4) U (Cl ﬂ@ﬁc% ﬂC4).
Alors par incompatibilité des événements, P(T5 = 4) = (1 —

<§>>f5+;<1—

2 2 22

Ty "=
(2) (2)

) 4
2
D’apres la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements
(C1,Cy), -
P(T3 = 5) = P((Ts = 5)\C1)P(C1) + P((T5 = 5)\C1) P(Ch).
Or P((Ts =5)\C1) = P(Ty = 4) et P((T5 = 5)\C1) = P(T5 = 4).
Donc P(T3 = 5) 13 42 _4x91 _ 364
( 6
2

+2(1 -3 _ —
55 ( 6
2
D’apres la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements

) ) — 3355% T 3375°
(017071)7

P(T, = k+1) = P((T,, = k+1)\C1)P(C1) + P((T,, = k +1)\C1)P(Ch).
Or P((T,, = k+1)\C,) = P(T,,_1 = k) et P((T,, = k + 1)\C}) = P(T,, = k).

Et P(Cy) = (22)

1
- 3

‘Donc pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout k > n — 1,

)

GAaRE)

On admet dans cette question que pour tout entier non nul n, T, admet une
espérance.

P(T,=k+1)=

“+oo

e KP(T, = k +1) = —2—

Et 7,,(Q) = [n, +oo[, donc S0 | P(T, =k +1) = 1.

Alors B(T,)~1 = 5Ly B(T, 1)+ 2= E(T,,).| Ainsi E(T,,) = B(T, 1) +2n — 1.|

Alors E(T,) = Y0 ,2k — 1+ E(T) = 2™ — 1) —n 41+ 1.
| Ainsi B(T,,) = n*.|
Exercice 3
Partie I : un exemple
1
P, = —(9I5 — A)
L IR PR =Ts 5P, =913 — A 5
4P +9P, = A 5P, = A — 413 1
Py, = g(A*4I3)
1 0 0 0 0 0
P=|1 0 0 |etP=|-1 10
1 -1 -1 -1 10

2(&) P12=P1,P1P2:O3, P2P1203etP22:P2.
(b) Comme les matrices 4P; et 9P, commutent, la formule du binéme donne :

Ak =Yk (_)4%13;9’9—1132’“

7

k—1
VREN g —grp 4 37 (’;) 41951 P PE 49k P
i=1

=0

car en raison de 2(a) : Vi > 1,¥j > 1,P{ = P, PiP] =0,P] = P,.

3. Avec B = 2P + 3P, B? = 4P? + 12P, P, + 9P% puisque Py et P, commutent.
Donc B2 = 4P1 + 9P2 = A.
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2 00 e Réciproquement, comme Vi € [1;m)], Im(p;) C E,ona Y ;" Im(p;) C
B=|-1 3 0] vérifie B2 = A. E.
-1 12 ‘Par double inclusion, E = Y"1, Im(p;). ‘
Partie II : Etude des puissances de f 8. (a) Mi(N)(X =X)Ly = (X = N)M; == (X — \;) H(X - ;) =N.
m VED
4. Soit P = Zaka un polynéme quelconque de R,,[X]. (b) Par 6. et 7.b et 9.a: 0= N(f) = M;(X\i)(f — Xie) Li(f) = Mi(No)(f — Aie)pi.
i=0 Soit v € Im(p;). Alors il existe u € E tel que v = p;(u).
m 1 -
P(f) = Zakfk (f = xie)(v) = (f = Nie)pi(u) = M_()\_)O(U) =0, donc v € Ker(f — Ae).
k=0
m m Ainsi Im(p;) C Ker(f — Aie).
k=0 \i=l 9. (a) On peut observer que p; et p; commutent car :
= > abp; piop; = Li(f)oL;(f) = (Lix L;)(f) = (Ly x Li)(f) = L;(f)oLi(f) = pjopi-
k=0 i=1 Alors, pour tout u de E, p; o pj(u) = pj o pi(u) donc v = p; o p;(u) €
_ Z BN s Im(p;) N Im(p;),
A D’apres la question précédente, v € Im(p;) C Ker(f —Xe) et v € Im(p;) C
= > Zak&)% Ker(f — Ae).
=1 =0 Donc f(v) = \v = Ajv avec A\j # \; dou v =0 ‘Vu €E, pjop;(u) = O‘
P =S PO)p; ‘ m m -
(f) ; (Ao)p (b) Pour tout i de [1;m], p; = pioe =p;0> 5L p; = > i piop; =p;op;+0 = p?.
(c) Pour tout i de [1;m), piof = piod 1y Ajp; = Y70) Ajpiop; = Aipf+0 = Aip;.
5. N(f) = X NX)pi = >.ir10p; = 0 puisque les \; sont les racines de N. 10. e Raisonnons par récurrence, l'initialisation est assurée par les hypotheses sur f.
N(f) =0 Voyons I'hérédité. Soit k € N. Supposons f¥ =>""" Arp,.
Alors i+ = fFo f = (351 Nfpi) o f = X2 AF(pi o f) = 0%, AP Aipi =
6. (a) Soit (i,7) € [1;m]>. S A .
Sii# j, A; est une racine de M; donc L;(A;) = 0 par définition de L,. Ceci achéve la récurrence et : Vk € N, f& =371 Arp,.
Sii = j, Lil\) = Li(\s) = M;(\;) 1 e Le méme raisonnement qu’en 5. donne cette fois : _
M;(N) (¥PERX],  P(f) =51, PO
(b) Soit i € [1;m). Li(f) = 252, Li(N\j)pj = Li(Ni)pi + ZLi()\j)pj = pi-
J#i
— Partie III : Intervention de produit scalaire
=0
7.(a) e=f0=3" Np, =" pi 11. Soit @, y et z trois vecteurs de E et p un réel.
(b) e Soit u € E. u=-e(u) =Y i~ pi(u) avec Vi € [L;m), p;(u) € Im(p;). plpz +y,2) =20 ((pilpr +y) [ pj(2) ) =202, ((wwil) +pily) | pi(2) )
Donc u € 327, Im(p;), et ainsi B C Y272, Im(p;). pluaty,z) = 300 (u (i) | pi(2) )+ ( piy) [ i(2) ) = pe(z, 2)+0(y, 2)



MPSI

Devoir Surveillé- Eléments de correction

2025-2026

© est linéaire a gauche.
 est symétrique par symétrie du produit scalaire ( . ‘ . )

pla,a) =T (pi@) | pile) ) = T8 [|pat@)]|” = 0.

Supposons ¢(z,z) = 0. Alors Y " | ||pl(gv)}|2 =0, donc Vi € [1;m], ||pl(:r)||2 =
0, donc Vi € [1;m], pi(z) =0.

Or par 8(a), z = e(xz) = > v, pi(z), donc = = 0.

Ainsi ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive, ¢’est-a-dire un pro-

duit scalaire sur F.

12. Soit x et y deux vecteurs de E.

o, fy) = T (i) [ p(f@) ) = XL
ZZ’;’l )\i( pi(z) ‘ Pi(y) )

(pi(x) | Aipi(y) ) =

13.

p(fla)y) = X
S i (pila) | pi(y) )

Donc ¢(z, f(y)) = ¢(f(x),y), ce qui prouve que f est un endomorphisme
symétrique pour le produit scalaire .

( pi(f(x)) ‘pi(y) ) = Z;il( ipi(x) ‘pi(y) ) =

Ceci démontre a nouveau que f est diagonalisable.
On sait déja, d’apres 9(b), que p; est un projecteur, sur Im(p;). Il suffit que p; soit
symétrique pour ¢ pour que p; soit le projecteur orthogonal sur I'm(p;), toujours
pour le produit scalaire . Soit (x,y) € E2.
pla,pi(y)) = XL (p@) i) =
m
Zi:l ( pf(a?) ‘ Pi(y) ) = @(pi(),y).
p; est bien symétrique pour ¢ : p; est le projecteur orthogonal sur Im(p;) = Ej,
pour le produit scalaire ¢.

Yy (pile) [ pily) ) =



