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Devoir Surveillé 09 - Eléments de Correction

Exercice 1
Partie A

1. La fonction ¢ + sin(t?) étant continue sur R (elle est méme de classe C*), elle est
intégrable sur tout segment de R. fix— foz sin(#?) dt est donc définie, c’est
la primitive de z ~— sin(#?) qui s’annule en 0 (f est donc de classe C>).

r > sin(x?) étant paire le changement de variable de classe C' u =
(du = —dt) donne : = [y sin(t?)dt = [;" u)?) du = —f(—x)

‘ f est définie dérivable sur R (de classe C*) et impaire‘

—t —sin (

CONCLUSION

2. L’étude précédente montre que f'(z) = sin(z 2) dont le signe est bien connu :

2>0: sin(2?) >0 & 2kr<2’°<(2k+1)m  [kEN]
< V2kn <z <\(2k+ 17 [car z > 0]

Les extrémums sont obtenus quand la dérivée s’annule en changeant de signe.
On peut conclure :| f présente un maximum en 2, = v/(2n — 1)z n € N*

P KR un minimum en y, = v2nmw n € N*

3. On pose an, = f(x,) et by = f(yn)-
e Le sens de variation de (an)n>1 s’obtient en étudiant la différence
v (2n+1)w
Up41 — An = f (xn+1) - f (xn) = / Sin(tQ) dt
v (2n—1)7
Commengons par le changement de variable (de classe C!) u = t? [du = 2t dt]
. _ @nt)r sinu _ r2nw sinu (2n+1)x Sinu
qui donne @, 1 — a, = f(%_l)w NG du = f(2n NG du+ [, du

2u
Le changement de variable w = v 4+ 7 [du = dv] appliqué a la deuxiéme
intégrale permet de la ramener sur le méme intervalle que la premiere
sin(v + )

2nm sinw 2nm
/ du —l—/ ——dv
(2n—1)x 2/u (en—1)r 2VU+T

ap4+1 — A =

B /2”7r sinu L _ 1 p
B (2n—1)m « 2 , \/a \/u<i>7r "

<0 >0

Sur lintervalle [(2n — 1), 2n7] [ avec (2n — 1) < 2nm |, sinu <0

1 1
et O<yu<yu+m = —— >0 montre que I'intégrale
Vu NN q g
est négative ou nulle. CONCLUSION la suite (an)n cn €t décroissante

est croissante

e Un calcul tres semblable montrerait que nEN®

la suite (by,)

e Enfin, la différence a, — b,

= f(zn) — f\/%sm (t?)dt  se

majore facilement (les bornes sont dans ’ordre crmssant)

Norrs V2nm V2nm
‘ il N ey sin(tQ)dt’ </ |sin(2?)] dt g/ dt
v (2n—1)7 v (2n—1)7

<V2nm —/(2n— 1)w = NN W(Zn— T

qui tend vers 0

d’ou 0< |an — bnf

CONCLUSION bn) =0

nous avons  limy, 4o (an —

Les deux suites sont adjacentes. Elles admettent une limite commune [ quand
n — +oo
Les ay, et b, sont des extremums de f.

Plus précisément, les variations de f (ci-contre) et a,, > a,+1 montrent que

T € [Tn, Tnt1] = f(z) € [bn,an]
ES Yn Tny1
f(t) ‘ Ny, S e
Comme les suites sont adjacentes, Vk>n by <bp <l <ap <a,
et comme (a:n) est croissante et tend vers 4+oo, il vient Vx, x>z, = b, <

f(x) < Gp
2

1
Enfin, z, = \/(Qn—l)w@nzi <%+1>.
T

1 2
En prenant n = E (2 (x + 1)), quand z tend vers 'infini, n aussi et les
T

suites adjacentes (ay) et (b,) convergent vers la méme limite. Le théoréeme des

limy, 400 @y, = limy, 400 by, = limy 4 oo f(z) =1 ‘

pincements prouve que

Partie B

1. Dérivons :
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g(t) = sin(t?)
g'(t) = 2t cos(t?)
g"(t) = 2 cos(t?) — 42 sin(t?)
On obtient un majorant (tres large) [O, \/ﬂ

lg"(t)| < 2]cos(t?)] +
4¢% |sin(2?) |

d’ou, sur Dintervalle [0, /7]

te[0,v@] = |g"(t)] <2+4r

2. On a reconnu l'approximation par la méthode des "rectangles médians”.

(a) Le calcul de I(k) donne immédiatement :

donc | I(k) = VT

= o et dt = i 3 0(5)

k i=

(b) Nous reconnaissons ici la formule de Taylor avec reste intégral, a 'ordre 1, ap-
pliquée & g entre B; et t (ce qui ne pose aucun probleme puisque g est de classe

1
¢)  Conerusion | glt) = g(8) + (t— 8 g'(8) + [ C= 9wy du
Note : ceci se retrouve facilement sans utiliser cette partie du cours :
g(t) — 9(B:) fﬂ u)du que lon intégre par parties [p(u) = u —
! wW)=1]()—M&)—[waQW]&—L%u—ﬂg(wmtqme%

le résultat attendu.

(¢) La majoration de A = ‘foﬁ t) dt — ](k)‘ est classique :

(t)
A = S e (g - ( ) d]
(t)

_o ’f(jq;l“ ( - Z)) dt|
—A,;
Majorons chaque terme A; :
A = | (-8 wmumtuwwm@ﬁ\

— H 9'(5:) (t— Bi) Ez+l+f R )dudt‘
< f‘““ fi '(u) dudt]
< o fﬁi —u)g u du‘ dt

Comme, pour 3; <t
‘fﬁi(t_“)gﬁ(“)d“‘ < Jplt-ul '@l du <My f (- wydu =

(t—Bi)?

Mo 2

et pourt ﬁl :
’fﬁ )du’ [t =l |¢"(w)| du < M [ (u — t)du =
M2 (t _267«)
o aiv Mo My o My w7
. i < i+l —B; 2 -5 3]+l
il vient : A fai 5 (t—B)*dt = r [(t Bi) ]a_ Ty

Ainsi, en revenant a la somme initiale :

k-1 Mzﬂﬁ ‘ i1
Z A 24k2 Z fal (

Mgﬂ'ﬁ

9(5:)) dt‘\ 24k

Exercice 2
Partie 1 : Etude de la variable aléatoire X,,

On note I,, la variable aléatoire égale au numéro de la premiere boule tirée dans 'urne

U,.

1.(a) I, est le numéro de la premiere boule tirée. Comme elles sont toutes

équiprobables, I,, suit une loi uniforme sur [[1,n]]. Pour tout k € [[1,n]],

p(l,=k)=1/n

Quand I, = 1, on obtient la boule 1 au premier tirage, donc X,, = 1; et la loi

conditionnelle de X, est : p(X,, =1/I, =1)=1

(¢) Quand I, = k > 2, on obtient k au premier tirage et on retire toutes les boules
de numéros supérieur a k.

(b)

On continue donc a partir du 2° tirage avec k — 1 > 1 boules.

Pour obtenir 1 au j¢™¢ tirage, il reste donc j — 1 tirages & affectuer (i partir
du 2° ) vec k — 1 boules.

Donc

VieN*, Vke{2,..,n}, P(Xn=j/I,=k)

Pour la loi de X7, on n’a qu’une seule boule :

=P(Xp-1=j-1)

la numéro 1.

Donc on l'obtient dés le premier tirage, et la loi deX; est : X3 (2) = {1} et
p(Xi=1)=1
Pour X5 on dispose au départ des boules 1 et 2. (X2 = 1) est ’événement ”ob-
tenir 1 au premier tirage”.

Donc (Xo=1)=(Ip=1)etp(Xo=1)=1/2

Si on n’a pas 1 au premier tirage, on aura 2 et il ne restera que la 1 dans
I’urne. On obtiendra alors 1 au second tirage.

Donc p(Xe =2) =p (I =2) =1/2 et finalement :
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% T |2
p (X2 =k) 1/2 | 1/2 o _5_9_1
G =k (121 [32=B%) |1tV &) =5-7=7]

Ep(Xo=k) | 1/2 |2 5/2=F (X3)
(¢) Quand I3 = 1, on a la boule 1 deés le premier tirage et donc X3 = 1. Donc
P(X5=2/I3=1)=0
Quand I3 = 2 on a la boule 2 au premier tirage, donc pour le second il ne
reste dans I'urne que la boule 1; on est donc siir de ’obtenir au second. Donc
P(X3=2/I3=2)=1.
Quand I3 = 3, il reste les boules 1 et 2 dans I'urne pour le second tirage. La
probabilité d’obtenir 1 au second tirage est donc 1/2 et P(X3 =2/I3 =3) =1/2
On utilise alors la formule des probabilités totales : I3 = 1, 2 ou 3 est un
systeme complet d’événetiments donc

p(Xz3=2) = p(Xs=2/=1)p(I3=1)+p(X3=2/I3=2)p (I3 =2)
+p (X3 =2/I3 =3)p (I3 = 3)
— 04+ li4ir=s
N 3 23 2

On sait déja que p(Xs3=1) = 1/3 donc (loi d’une variable aléatoire)
p(X3=3)=1-p(X3=1)-p(X3=2)=1/6

(on pouvait aussi décomposer X3 = 3 : on doit avoir 1 au 3¢ et 3 au
premier sinon on ne fait que 2 tirages donc 2 au 2° )

k 1 2 3
p(Xs=Fk) | 1/3|1/2[1/6 |1 . 23
W (Xs= k) |13 11 |12 1/6=Fx |Tou V&) =
E’p(Xs=k) | 1/3 |2 3/2 | 23/6 = E (X3)
117
36 36
3.(a) 7 X,, prend ses valeurs dans {1,2,...,n}” peut étre compris comme ”ce sont

)

toutes les valeurs de X,, ” ou bien comme ” X,, prend des valeurs parmi celles
1a” (plutot cette deuxieme forme)

Comme on retire au moins une boule a chaque tirage, on en fait au maximum
n et au amaximum, X, =n

Et au minimum, on aobtient la boule 1 au premier. Donc X,, prend ses
valeurs dans {1,2,...,n}

(b) Comme (X, =1)=(I,=1)onaP(X,=1)=1/n

(X, = n) ne peut survenir que\si I’on retire une seule boule a chaque tirage.

Donc si pour tout &, on tire au k*“™¢ tirage la plus grande des boules

restantes. Donc (X, = k) =ni1N(n—1),N---N1, en codant i; I'événement
"obtenir i au j°™¢ tirage”

Onadone p(X,=k)=p(ni)pn—13/n1)...p(1p/n1N---N2,_1)

le conditinnement donne les boules restantes dans l'urne (qui sont
équiprobables) :

p(X,=n) = p(n)p(n—1s/n—1Dboules)...p(1,/1 boule) =
1 1 1

1

n—1""1 mnl
(¢) On connait déja p (X,, = 1) donc on ne s’intéresse a p (X,, = j) que pour j > 2.
Pour avoir X,, = j, on réutilise P (X,, =j/I, =k) = P(Xp_1=j—1) via
la formule des probabiités totales :
(In = k)je(1,n)) €St un systeme complet d’événements. Donc

S

&

I
=

I
(]

b
I

1

p(Xn :]/In:k)p(jn:k)+p(Xn:j/In = 1)p(In = 1)

I
NE

E
I|

2

Si I, =1alors X,, =1, et comme j >2onap(X,=j5/I,=1)=0.

N.B.si k < j et que I, = k il reste k — 1 boules apres le premier tirage donc
on les aura épuisées en k — 1 tirages au plus tard (donc au k™ ). On ne peut
donc pas avoir X, = j et p(X, =j/I, =k)=0.

On aurait donc pu extraire de la somme tous les termes de 1 a j — 1.

n

1

pPXn=j) = Y ~p(Xpa=j-1
k=2
1n71
réindext h=%k—-1: = gZp(Xk:]*U
k=1
Donc
ln—l
Vi>2, P(X,=7j)=— P(X,=43—-1
j ( 7) "kz::l (Xp=j-1)

(d) Sin est supérieur ou égal & 3 (donc n — 1 est supérieur & 2 et on peut réutiliser
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le précédent) et j supérieur ou égal & 2, on a :

n—1 n—2
nP(Xp=j)—(n-1)P(Xn1=j) = —> P(Xp=j-1)=Y P(Xp=
nk:l k=1
n—1 n—
= Y P(Xp=j-1)=> P(Xp=j"
k=1 k=1

p(Xn—l :.7 - 1)

Donc pourn>3etj>2o0na

nP(X,=j) = (n—1)P(X,-1=J)+p(Xn-1=7—1) donc
. n—1 . 1 .
P(=j) = "IP(Xua=j)+ P(Xu1=j-1)
. . 1
Pour j =1 on a pour tout entwrnZl:P(Xn:l):gdonc
n—1 1 n—1 1 1 1
P(Xy 1=1)4—-P(X, 1 =0)= 0= =P(X, =1
— P X1 =1+ SP (X1 =0)= ————+ 0 ( )

et la propriété est encore vraie pour j =1
Enfin pour n = 2, le seul cas non prouvé est j = 2 (j = 1 est déja traité et
j > 3 donne des probabilité nulles)

1

2

2-1

X
5 p(X2

P(Xy=2)+ P(X1=1)=0+ =2)

Doncsin > 2

1

n—1 . .
P(Xn :J)+EP(Xn—1 =j—1)

n
4. Soit (Ti)i>1uHe suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout i

1
entier naturel non nul, 7; suit la loi de Bernoulli de parametre —. On pose :
i

5. T7 suit une loi de bernouilli de parametre 1 donc p(Th =1) =1 =p(X; =1) et

p(T1=0)=0=p(X, =0)

6. On a pour tout entier j (méme si j = 0 auquel cas tous les événements sont impos-

sibles) (S, = j) = (Z T; = j |et comme les valueurs possibles de T, ne sont que
i=1
0et 1,
- 1) n n—1 n—1
i=1 i=1 i=1
[(Sn—1=7)N (T = 0)]U[(Sp—1 =7 —1) N (T, = 1)]

1=
Les deux étant incompgqatibles et S,,_; (qui ne dépend que de Ty ...,T,,—1 )
étant indépendant de T,

1)

P(Sn=j) = plSn-1=7)N(Ta =0)]+p[(Sn-1=7—-1)N(TH =1)]
- P(Sn—l:j_l)p(Tn:O)+P(Sn—l:j_l)p(Tnzl)
= PP (Se =)+ P (Sha = 1)

C.Q.F.D

On a alors par récurrence sur n que pour tout entier j, ( et on devra traiter a
part le cas j = 1 qui fait intervenir S,,_; = 0 si on n’a pas inclus la valeur 0 au
dessus) que p (S, = j) = p(X,, = j) donc que X,, et S,, ont méme loi.

Partie 2 : Etude de la variable aléatoire Y,,.
1. Pour Y7, comme la seule boule dans I'urne est 0, Y7 et la variable certaine égale a
1.

2. (a) Pour Y3 on a dans 'urne les boules 1 et 2. Les sommes possibles sont donc :
(1 tiré en premier) et 241 (2 tiré en premié puis 1)
Donc Y3 () = {1,3}
(b) Comme (Y3 = 1) = 1; (ontire 1 en premier) on a P (Y, =1) =1/2

(a) Si on tire la boule k en premier, il reste les boules jusqu’a k — 1.

1

Donc pour faire un total de j, il reste & faire un total de j — k avec les k — 1
boules restantes.

Donc si n est supérieur ou égal a 2, pour tout entier j non nul et tout entier
k supérieur ou égal a 2

Donc X; et T7 ont méme loi.

P(Yn:j/In:k):P(Yk—lzj_k)
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On a besoin de k& > 2 pour que la variable Y;_; soit bien définie. Donc
(si j < k, on ne pourra pas obtenir un total plus petit que le premier tirage, i
ce que l'on retrouve bien dans cette formule ou toutes les probailités seront n- 1P (Yoot =j)+ lp Yo_1=j—n) = 1 Z P(Yo1=j—k)+—P(Y,_
nulles) n " "=
(b) On a alors par la formule des probabilités totales : 1 - PV & 1
(In = k) e(1,n)) €5t un systeme complet d’événements donc on kz—z Vi1 =7 —k) n

w
<
I
=
[

Y p(Yu=j/Ta=kp,=k)
k=1

> p(Yn=3/ln=k)p(In=k) +p(Yn =3/l =
k=2

on doit traiter a part le cas olt k = 1 et la probabilité sera nulle pour j > 1

1
— Pour j =1ona P (Y, =1)= — (il faut obtenir 1 deés le premier tirage)
n

-1 1 1
n +0 = — donc la
n n-—1 n

n—1

1
P =14 P (Vg =1-n)=
formule est vraie pour j =1
— On traite a présent uniquement pour j > 1: on a

N ) 1
P(Yy=j)=) P(Yi1=j—k—
k=2

Comme n n’intervient plus que comme borne supérieure de la somme et
dans le 1/n, on a donc

Partie 3. Simulation informatique.

1.

. Le

Dans la fonction Truc, récursive, a et b sont des accumulateurs qui calculent X, et
Y,, et alea représente la boule tirée au hasard.

En effet :

on tire un nombre (boule) au hasard entre 1 et n

on compte un tirage de plus : a = a+l

on accumule le numéro : b = b + alea

on affiche le numéro obtenu, le nombre de tirages et la somme des tirages

puis on recommence avec les boules restantes (numéros < alea — 1) : Truc (
alea- 1, a, b)

Il s’arrete quand le numéro 1 est obtenu

programme termine car la suite des valeurs successives de alea est une suite
d’entiers naturels strictement décroissante.

. Avec un programme itératif :

def progiter(n):

a,b =0, 0
while n!=1:
n = random.randint(1,n-1)
print(n)
a = a+l
b = b+n

return a,b



