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Devoir Surveillé 09 - Eléments de Correction

Exercice 1

Vz € R, (@(P))(x):/o P(x + t)dt

1. (a) Soient o € R et P et @ deux éléments de E.
1

p(aP + Q)(x) = / (aP + Q)(x + t)dt = / (aP(z +1t) + Q(z + t))dt =
1 O1 0

a/ P(x+t)dt+/ Qo + )dt
0 0

On a donc bien , p(aP + Q) = ap(P) + ¢(Q) et
1 1
0) pleo)(2) = [ el it = [ 1=
0 0

<p(el)(:c)—/Olel(a:+t)dt—/Ol(ert)dt—/ledtwL/oltdt— [mt]:Jr

-t2:|t—1 . 1
_ =z _
_2 t=0

1 1 1

w(ez) (z) = / ea(z + t)dt = / (x + t)%dt = / x? 4 22t + t3dt =
0 0 0

3—t:l

[ t
22+t + E

9 1
=z +r+ 3
=0 3

. 1 1
Par conséquent : | ¢ (eg) = e, ¢ (e1) = €0 +ey et p(er) = 3€0 +ei+ea.

(c) Montrons que @ est a valeurs dans E. Soit P = aeg + fe1 + vyes un polynA'me
de E.

La linéarité de ¢ montre que p(P) = ap(eg) + Bp(er) + vo(es).

Or ,comme on l'a vu au (b) :p(eg) = ey € E, p(e1) = 5¢0 +e € E et
1

ples) = geo + e+ ey € E et E est stable par combinaison linéaire , donc

p(P)€eE.

 est linéaire et a valeurs dans E, donc ¢ est un endomorphisme de E.

2. (a) D’apres les résultats du 1.(b), la matrice A de ¢ dans la base (eg, e1, e2) est :

A:

OO =
S N =
=Rl =

(b) La matrice A de ¢ dans la base (e, e1,e2) est triangulaire avec 3 pivots non
nuls , elle est donc inversible et ¢ est bijectif . ¢ est un automorphisme de F.
(endomorphisme bijectif de E).

3. Les commandes Scilab suivantes affichent la matrice A™ pour une valeur de n
entrée par 'utilisateur :

n=input(’entrer une valeur pour n:’)
A=[1,1/2,1/3;0,1,1;0,0,1]
disp(A™n)

n/2 u,
4. (a) Démontrons la propriété P(n) : A™ 1 n | par récurrence :
0

O O =

1
1 0/2 uop
e initialisation : Pour n =0,onabien A°=7T= (0 1 0 | avecup =0 .

0 0 1
1 1/2 w
Un peu de rab : Pour n = 1, on a bien A! = A= [0 1 1 | avec
0 0 1
1
Uy = g .
e hérédité : En supposant P(n) vraie, calculons A"*! = A.A" =
1 1/2 1/3\ (1 n/2 u,
0 1 1 {0 1 n
0 0 1 0 0 1
ged wr g
On obtient alors Artl o = 0 1 n =
0 0 1
L2 g
0 1 n
0 O 1
1 1
avecunH:un+g+§:un+6(3n+2).
e conclusion : Pour tout entier naturel n , il existe un réel wu, tel que
1 n/2 wu,
Ar=(o0o 1 =nl]l,
0 0 1

1

avec ug = 0 et Upy1 = up + 6

(Bn+2).
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(b) Puisque ug = 0 ,on a uy = (up — Up—1) + (Up—1 — Up—2) + ... + (u1 —up) =

k=n—1
Z (Wkt1 — ug).
k=0 )
Or (ugs1 —ug) = 8 (3k +2),
k=n—1 1 1 k=n—1 1 k=n—1 1 k=n—1
donc u, = S (3k+2) = - k) + - 2 = - k
onc u 26(3+) 5 (3)+GZ 5 +
k=0 k=0 k=0 k=0
k=n—1
1
3 1.
k=0
. 1n—-1)n n I n—-1\ n@Bn+1)
Etpourﬁmr.un22+3n<3+ 1 ) 12 .
3 1
| nye MBRED
(c) Pour tout entier naturel n: | A" = | 1712
0 O 1

Exercice 2
Soit f la fonction définie par

f(z) = (Chx)% — e%ln(Chz)

1. La fonction f est définie pour tout réel x tel que chx > 0 et x # 0.
Vo € R,chx > 1> 0 donc le domaine de définition D de f est .

2.(a) chz=1+ %2 +o(z?)

(b) lin%) chx —1 = 0 alors en écrivant Inchz = In(1 + chz — 1) on peut utiliser
z—

le théoreme de composition de développement limité en utilisant In(1 + X) =
X - XTZ + XTS +0(X?) ot on remplace X par la partie réguliere du développement
limité de chxz — 1 :

ainsi In(chz) = % + o(z®) d’'ott 2Inchz = £ + o(z?)

il vient lim 1 Inchz =0
x—0 X

on peut donc a nouveau utiliser le théoréeme de composition de
développement limité en remplagant X par la partie réguliere du développement
limité de %ln chz dans celui de eX

eX:1—|—X+X72—|—0(X2) doncf(x):l—i—%—f—%(%)Q—i—a(xz)

Conclusion : | f(z) = 1+ 32 + 2% + o(z?)

(¢) On en déduit lin}) f(z) =1 donc f est prolongeable par continuité en 0 par une
z—

N {f(x)siw#()

fonction f définie sur R par | f(z) = lsiz—0

On appelera ensuite encore f le prolongement ainsi obtenu.

(d) La tangente T & C a pour équation : |y =1+ %x

Au voisinage de 0, %xQ > 0 donc C est au -dessus de Ty au voisinage de 0.

3. Inchx = 1new(1+72ei2w) =x+In Le donc %lnchm =1+ %lnH“’Tm

2
1. 14+e 2 1
lim flnL = 0 donc lim —lnchz = 1 et lim eX = e donc
r—+oo I 2 T—+00 I X1
Inchx = lneim(%"ezw) = —m—f—ln% donc %lnchx =-1+ %ln%
1.1 2z 1 1
lim —In-—"" — 0 donc lim —Inchaz = —1 et lim X = = donc
T——00 I T——00 I X—-1 e
lim f(z)=-

4. (a) La fonction x — Inchz est dérivable sur R donc sur D en tant que logarithme
d’une fonction dérivable sur R & valeurs strictement positives sur R.
La fonction x — %ln chx est dérivable sur D en tant que produit de fonc-
tions dérivables sur D.

ALors f est dérivable sur D en tant qu’exponentielle d'une fonction dérivable
sur D.

Ve e D, f'(z) = f(x)w = fif) (ztanhz — Inchz)
f(x)

2

donc pour tout réel x appartenant a D, | f'(z) = p(z)| ou @ est la
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fonction définie par
¢(z) = xtanhz — Inch .

(b) ¢ est dérivable sur D et Vo € D,¢'(x) = tanhz + x(1 — tanh®z) — tanhz =
z(1 — tanh” z)
or Vo € D,—1 < tanhz < 1 donc 1 — tanhz > 0 ainsi ¢'(x) est du signe de
x.
On en déduit que ¢ est strictement décroissante sur | — oo; 0| et strictement
croissante sur ]0; 00|

Or limogo(x) =0dou: ‘VI € D,p(z) > 0‘
r—r

(¢) Vxe D 1@ - 0 donc f'(x) est du signe de ¢(x) qui est strictement positif.

g2
f est donc strictement croissante sur chacun des intervalles | — oo, 0[ ]0; +00].

D’apres le développement limité , la fonction f prolongée par continuité est
dérivable en 0 et f/(0) = %

T —00 0 400
7 T
() f'(x) + 5 +
e
/
f(@)
/
1
Exercice 3
Partie -A
En dimension 3
= 2x-—y—=z
1. Dans la base (i, j, k), I'expression analytique de p est { ¢/ = —x+2y—z .
2= —x—y+2z

Le vecteur de coordonnées (z,y, z) appartient au noyau si et seulement si :

0= 2x—y—=z
0= —z4+2y—2z <& x:y:z‘Ker(cp)estladroitedebasei+j+k

0= —z—-y+22

Le noyau étant de dimension 1, le théoréme du rang montre que dim(Im ¢) = 2.

Nous savons que Im ¢ est engendré par l'image d'une base de F,
(par exemple les trois vecteurs colonne de la matrice A). Comme les
deux premiers vecteurs forment une famille libre, nous en avons une base.

‘Imcpest le plan de base (Qifjfk,fiJerfk)‘

Une représentation paramétrique de Im ¢ est donc :

r= 2a —f 1 r—z = 3a
y= —a +28 1 &qy—2z = 38
z= —a -0 |-1]-1 z = —a—-p

d’on ’équation : 3z = —(x—z)—(y—2) ‘ Im ¢ est le plan d’équation .+ y + z = O‘

Im ¢ est un hyperplan de E. Comme le vecteur de base de Ker ¢ n’appar-
tient pas & Im ¢ (ses coordonnées (1,1,1) ne vérifie pas I’équation z + y + z = 0)
‘E:Img@@Ker 4,0‘

2. Les vecteurs de Im ¢ sont les vecteurs de coordonnées (x,y, —x — y). L’expression

= 2x—y—(-x—-y) = 3x
analytique du -A-1 en donne 'image Y= —z+2y—(—z—y) = 3y
7= —r—y+2(-x—y) = —-3z-3y

la restriction de ¢ & Im ¢ est ’homothétie vectorielle de rapport 3

Tout vecteur v de E se décompose en u =v + k, v € Im ¢,k € Ker ¢.
Soit p la projection vectorielle sur Im ¢ de direction Ker ¢.
La restriction de ¢ a Im ¢ étant une homothétie h de rapport 3, nous avons

p(u) = v+ k) = @) = 3v = 3pu) = p@Bu)  soit
S~ S~
—hop(u) —poh(u)

‘<p=3p=hop:poh‘

3. Travaillons dans l’algébre L(F) sachant que ¢ = 3p :
fro v =(3Ap) o (3XN'p) = 9AN pop = 3AN (3p) = 32N o = faan
~—

Deplus: AZO0,N #0 = 3\ #0 [Fxo fn = Jow € 7|
Ceci montre que o est une loi de composition interne dans F = { Hh — A€ R*}
De plus :

— o est une loi associative
— Mhofyv=faxv=faxa=fyvofn =

— faofi=Ffar =N

o est commutative

= f% est élément neutre
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— VY A#£0, foo fﬁ = f)\ﬁ = f% = f) admet un symétrique dans F 2. Présentons deux méthodes différentes :
‘ (]; O) est un groupe abélien‘ méthode par les dérivées : pour les mémes raisons que 1-b :
’ 1 2n—2 . 2n—2
— (@) = [, Hmr dt =G(1) = G(z) ou G'(t) = T
Le neutre est f% = %(3}9) =p donc ’1e neutre n’est pas un automorphisme‘ montre que ¥/ (z) = —G/'(z) = 71{:2;2 = ' (2)
- Ve e =2 g 1 (g(ly — i
Le calcul précédent montre que f3 = 9\?p = 3\(3\p)  soit 3 =3\F pla) =3 f e At = 3 (G(x) G(m)) qui montre que

Partie -B-

En dimension quelconque
1. Dans l'algebre L(E), si h est une homothétie vectorielle de rapport a, alors h = a Id.
Si p est un projecteur de E, alors poh=hop=ap.

Il vient donc : f? = (ap) o (ap) = a*p? = a’p = af. ‘f = hop vérifie f2 =af

2. Réciproquement, si f € L(E) vérifie f2 = af, en posant g = %f, A #£ 0, ceci de-
vient \2g%? = alg. En choisissant A2 = a), soit A = a (ce qui est possible puisque
a #0), il vient g% = g. L’application linéaire g est donc une projection.

f € L(E) vérifie f2=af & f =

%g oll g = af est un projecteur

Exercice 4
1. (a) La fonction f:t — 1-&-%

de R. Ceci prouve que

est continue sur R donc intégrable sur tout segment

‘ ©p, est définie sur ]0, 1] ‘

D’autre part, f est positive donc
1 1 1/z’ 1/x
0<x<x/<1:>x<x/<1<—,<f:>/ < f
X X 2! T

(les bornes sont dans 'ordre usuel). Ceci prouve que

‘ ©n, est décroissante sur ]0, 1] ‘

(b) Etant continue, f admet des primitives sur R. Si F' est une de ces primi-
tives, nous avons ¢, (z) = [F(t)]lgC/T = F(2) — F(z) . Ceci prouve que ¢, est
dérivable (somme et composée de fonctions dérivables), avec

1 1 1 o 1
(@)= —— F'(=) = F'(z) = —— -
() 22 (;v) () 2 2 +1 x4 1
©n est dérivable et ¢! (x) = —713;;:{1

@1 étant négative, ceci confirme que ¢,, est décroissante.

2n—2

1 1 m27l72 mZn -
p/(x) =5 (_m% G/(%) - G/(:E)) =—-35 (%2 55271,—2 (2217)1.:,.1) + 1J1F+I2n ) = ‘P%(I)

— Sur Uintervalle |0, 1], ¢, , ¥ et p ont des dérivées égales et vérifient
on(1) =9(1) =p(1) =0 : elles sont égales.

. 1 1+t2n72 1 1/3«; 1+t2n72
on(x) = [, Hrmdt =3 [,/ S dt

méthode par changement de variable :  (la classe des fonctions le permet)

on(x) = 11 1+t2" 4 fl/z 14:1;2”'7 et effectuons, dans la deuxieme
intégrale, le changement de variable de classe C! : ¢ = % , dt = —u—lg du :

/l/m dt B /x _712 du B /1 u2n72 du
I O T N A
Par linéarité : on(z) = fxl 1]?_12: dt

écrivons

Le méme changement sur l'intervalle [:r, %] donne ¢, (z) = f;/m i_nt;i dt d’ou

1/z 1 1/x t2n—2
29"”(@:/7 T +[c 1o

1/z 2n—2
eule) =4 [} Y dt

Toujours par linéarité :

2 Jx 14+t2n
3.(a) La fraction 1‘1“}22; ® = % est de degré négatif (représentant
irréductible). Ses pdles sont les racines dordre 2n de -1

ap = et IT2R)m/2n — piwe < k< 2n—1.

Les poles sont simples donc
2n—1

N(t) 142 Z N(ag) 14a"?

= ot B =
D(t) 1+ t2n tfozk D'(ox) 2naf" !
Qn 1 _ ak _ 1 2n—2 __ _ 1 . .
En remarquant que o =g =5 etag =—az > il vient
1— L 1 1 .
o? 1
k 1 — :
5k:7:7 —, —Og) = — (O — Q) = —— SINWg
—2n L 2n (o ) n ( ) n
ag
144272 —2n—1 — £ sinwg
1+t2n T Lak=0 t—e'“k
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(b) En regroupant les conjugués ( ax, = @a,-1—% ), nOus avons

(¢) Le calcul d’une primitive

/

Déterminons les limites :

— [t=0]

(car wp — 5

Arctan £=898We _y Arctan =

sin wy sin wg

COS Wi __

G] 2,2[ pulsque 0<k<

2n—2 n—1
1+t _ _l sin wy _|_Slnw2n 1—k
1 t2n n t—ay, t—ay
+ k=0
. n—1
_ _1 bmwk _ smwk
- n : : t—ag t—ar
k=0
n—1 _
1 . Q. — O
= —— sinwg — — —
n =~ 2 — (o + @ )t + o g
Finalement, on obtient L2 2 25 1 sin®wp
) 14+t2n k=0 t2—2 coswy t+1
est classique :
sin? wy, / sin? wy, it
t2 — 2t coswy + 1 (t — coswy,)? + sin” wy,
1
= /444477*ﬁ
t—cos wg
( sin wy, ) + 1
sin wy t — cos wy, dt
= 5 du avecy = ———— du = —
u®+1 sin wy sin wg,
t — coswy
= sinwy - Arctan —————
sin wy,

Arctan (tan(wy, — %)) = wi, —
n—1= wg €]0,7])

— Arctantbfnc)% -z (dans les mémes conditions
sinwg > 0)
— Ainsi, quand z tend vers 0 :
1
1/x L2 . - — COS Wk T — COS Wk
J / B Ykt = ginwy ( Arctan &2=——— — Arctan ——
x t2—2t coswg+1 smwk sin wy,
— /2 —wp—m/2
3 1/z sin? W _ .
montre que lim, o+ |, oot cons 7 At = (T — wg) sinwy,

4. (a) Soit

0#0 [x],

Cn=>1C 0cos (2k+1)0) et S, =33 osm (2k+1)0)

. 1
sont les parties réelle et imaginaire de ZZIO i (2k+1)0 , somme des termes
d’une suite géométrique de raison e?20 #£1 .

Ainsi :

— 71 bll’l2

C o 1is ei(2n+1)0_ei0 ieeine(eine_e—iné’) 1n92281n(n0)
n 1O = ————5p, - — — € - n - —_—
ei20 —1 eif(eit —e~if) 21 sin(6)
D’ou :
— sin(2n n— . sin?
Yo cos (2k+ 1)) = FEG et YiTgsin (25 +1)0) = Ty

En dérivant la premiere égalité par rapport a 8, on obtient (apres changement de

signe)
n—1 . .
Z(Qk T 1)sin ((2k+ 1)9) = sin(2nf) cos(6) — 2n cos(2nf) sin(0)
— 2 sin?(0)
Avec 6 = =, ce qui précede donne
Ek;o sin(Qk; +1)~ = 75”;115727) soit EZ;S sinwg = —L—
2n 2n
sin( 22”7:7) cos(F=)—2n COS(QQW;;") sin( )

n—1 . T
o (2k + 1) sin(2k + 1) 5%~ = S ()

soit, en multipliant par —=

2n

TR ——
k=0 Wk Sl WL = 2 sin 5%

_ /@ 14422 1 1/z 2 sin” w
(c) Comme @n(z) =4 [, P t=3 [, Y hso mdt
sin? wy,

dt

nous avons limg,_ .o+ @, ()

t2 — 2t coswy, + 1

1/x
/I
— (m—wy) sinwy
Z Enfl .
e 0 sin wk h—o Wk Sin Wy
1 s

L
n 2 sin 5

|| 313

= o
2n sin 5

| S
O
2n sin 5~

CONCLUSION lim, o+ pn(z) =

Exercice 5

1. Des intégrations par parties (les fonctions sont bien de classe C*) donnent rapide-
ment

‘fl (r) = z ch(z) —sh(z) et folx) = =32 ch(z) + (22 + 3) sh(x) ‘

no1(t) = txfn—z(t),

2. En remarquant que, pour n > 2, nous pouvons écrire :

R 2 v 1
A NG tfna(t) dt = [t* fu1(t)], /0 2t fr_1(t)dt (u, fne1 €CY)
=u =f1 )
soit enfin Vn>2 VzeR, [t faa(t)dt=2a?fr1(z)—2fn(x)
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3. La question -1- amorce une récurrence puisque nous avons
fa(z) = =3 (z ch(z) —sh(z)) + 2° sh(z) = =3 f1(z) + 2° fo(z)
Etudions I'hérédité : > 2 81 fulz)=—2n —1) fa1(2) + 22 fu_a(2),

alors :
. _ T : g B T - g T 3 - J

= —(2n-1) fu(z)+ 22 fr—1(z) — 2fn(x)
= —@2n+1) fu(x) + 22 fo1() c.q.f.d.
4. La question -1- confirme que, pour n = 0,1 et 2, f,(z) est bien de la forme
fn(z) = (Qnsh—P, ch) (z). Vn>2
fari() = —@2n+1) ful@) + 2% fu(x)
= —(2n+1) (Qnsh—P,ch) (z) +2°
— Quir(2)sh(@) — Py (w) ch(z)
{ Quy1(2) = —(2n+ 1) Qu(x) + 2% Qp_1(x)

pour n

Confirmons ceci par récurrence :
(Qn_l sh—P,_1 ch) (x)

sont des polynomes.

Pasi(z) = —(2n -+ 1)Pa(x) + 22 Po1 ()
CONCLUSION
VneN, VazeR, fn(x) = Qu(x)sh(z) — P,(z) ch(x)
Qnii(z) =—2n+1)Qn(z) +2 2 Qn—1()
n+1($) 2n+1)Pn($)+ > Po_ 1( )

5. Nous avons déja fi(z) et fo(x), donc @1, P1,Q2, P>. Les formules précédentes

Py(z) = —x
Qa(x) =22 +3 Py(z) =3z
Qs3(z) = —622 — 15 P3(x) = —23 — 151
Qu(z) = 2* + 4522 + 105 Py(x) = 102 + 105

Qi(r) = —

fournissent les polynémes suivants :

53

6. (a) En posant S,, = (—1)"Q,, la formule de récurrence devient
Vn>1, Sp(x)=02n+1)S,(x)+228S,_1(v),
soit encore ‘V n>2 VzeR, S,(z)=02n-1)S,_1(x)+ 225, 2() ‘

(b) Ce résultat est valable pour z = 0.

La suite (S,(0)) vérifie: Vn>2, S5,(0)=(2n—1)S,-1(0)

51(0) = =Q1(0) =

52(0) =3 51(0) =3x1
53(0):552(0):5><3><1

Sp(0)=1%x3x5x---x(2n—1)=

Une récurrence évidente donne

(¢) S1,89,S53, 54 sont des polynémes pairs & coefficients entiers naturels.
La formule de récurrence du -6-b- montre que cette propriété est héréditaire.

CONCLUSION ‘ S, est un polynoéme pair a coefficients dans N‘

(d) S, étant pair & coefficients positifs, il est clair que le minimum de S, (z) est

(2n)!
2n n!

obtenu pour = = 0. Le minimum de S,, est S, (0) =

Ve>0
Confirmons cet encadrement par récurrence : si

2n
51 sh(z)

alors

0<f0($)< 2

7. La fonction fy = sh est croissante donc : sh(z
Vo >0, < fa

( ) <

$2n+1

en intégrant entre 0 et x (avec 0< x), il vient :

sh(z) £2n+1
21 n!

sh(z) [ 9,41 _sh(z) 20427
0< funaw)dt < 5o /0 2 sh(t)dt = S |2
ce qui confirme I’hérédité. VneN, Vz>0, 0<fu(z)< Qﬁzz! sh(z)

€ N, f, est une fonction impaire (c’est vrai
le résultat précédent s’écrit

8. Il est clair que V n
pour fo, f1, fo et Thérédité est immédiate).

2n
VaeR, |ful@)< LJM |sh(z)|. Comme f,(z) = Qn(x) ch(z) (th(m) - g;/gg)
o 20 <15, = [Qn@)],
2n

il vient 2% |eh(a) [sh() - < |ful@)| < LJM [sh(z))|

d’ott ’th(m)— TS ’(QL), |th )|

La concavité de la fonction ” th” montre que |th(z)| < |z].

2n41
CONCLUSION VneN, VzceR, )th(x) - gz((i)) < x(zn),




