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Devoir Surveillé 06 - Eléments de Correction et voyons s’il est possible de donner une valeur & f(0) telle que :
Exercice 1 — f continue en 0 :
L’équation (1) : xy"” + 2y’ — xy = 4xe” est définie sur I = R% ou I =R*. — quand 2 — 07 :
1. L’application z est deux fois dérivable (produit de fonctions dérivables). o (x—1)e® = —1
Comme z = zy, 2/ = y+ zy, 2" = 2y + zy’. (1) devient : o Ae"+Be™™ _ A(e®—1)+B(e " —1) +A+B a une li-
2 —z=4xe* x z z

[(2):

2. (a) Soit P un polynéme de degré n tel que z : x — P(z)e” est solution de (2).

z(x) = €* P(x) -1
En dérivant, il vient : ¢ 2'(z) = € EP( z) + P'(x)) 0
)= e (Px)+2P (@) + P(a)) | 1

Comme e® ne s’annule pas, P convient ssi

Soit n le degré de P :
— Sin < 2, alors 2P’ + P” est constant, donc ne convient pas.
— Donc n > 2 et alors  deg (P' + P”) =n—1d’ou la condition n—1=1

‘ Si P convient, alors deg(P) = 2 ‘

(3) : 2P'(x) + P"(z) =

CONCLUSION

(b) On cherche donc P sous la forme P(x) = ax? +bx + c.

La condition (3) se traduit en 2 (2az+b)+2a = 4z soit 4ax+2(a+b) = 4x.

c est quelconque. Par identification, avec ¢ = 0, il vient |P(z)=2% -z

3. L’équation (2) est linéaire, du second ordre, & coefficients constants.
— L’équation caractéristique ¢ — 1 = 0 a pour solutions ¢ = 1.
Les solutions de I'ESSMA sont z(z) = Ae” +
Be™ A/ BeR

— La question précédente nous donne une solution particuliere : 2

x — (x®—z)e”

La linéarité donne les solutions (par addition) ‘ z:x = Ae® + Be ® + (2% —x)e”

Les solutions de (1) sur I sont y : x +— @, soit
x
Ae*+ Be™®
z:x 6-1-76_’_@_1)6:”
x

4. (a) Les calculs précédents sont valables sur R% et sur RT (il suffit de changer les
valeurs des constantes A et B).

A Bie™™®
siz<0 z(z)= 1e+—16

z(z) =

+(x—1)e*
Prenons donc f(z) = Ae® + Be—ac

X

siz>0 +(x—-1)e”

—A-B
mite infinie,
sauf si A+ B =0, cas ol f(x) > A— B =
2A
— Le méme raisonnement s’applique quand z — 0.

Il faut poser f(0) =2A avec les conditions By = B = —A; =
— f est dérivable en 0: sous les conditions précédentes
T _ ,—x
f(x):A%—&—(x—l)e’” six#0
flo)=2A-1
On peut alors vérifier que cette fonction est :
— dérivable en 0 avec f'(0) =0
2A
— deux fois dérivable en 0, la valeur f”(0) = = + 1 importe peu
— vérifie (1) pour x=0
et —e™® N )
CONCLUSION  |sur R : fl)=A P (@—-1)e* siz#0
f(0)=2A-1
1
(b) La condition initiale y(0) = 0 conduit immédiatement & A= 3

Exercice 2
Notons que f est bien une application de C* vers C puisque tout complexe non nul admet
une image unique qui est un complexe.

1. (a) Recherchons tous les antécédents z d’un élément quelconque u € C :
_ z#0 z#0

f(z)—u©{2+z_u {zz—uz—Fl:O

(puisque z =0 n’est pas solution de (E))

22 —uz+1=0(E)

Or une telle équation admet toujours deux solutions complexes
(éventuellement confondues si le discriminant u? — 4 est nul, c’est-a-dire quand
u==+2).
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2 et -2 admettent un unique antécédent

Ainsi L
8L tous les autres complexes admettent exactement 2 antécédents

(b) f est donc surjective (existence dun antécédent) mais n’est pas
injective  (deux complexes distincts ont parfois la méme image)

‘ f est surjective et non injective ‘

() U= {z eC — |z| = 1} est représenté par le cercle trigonométrique.
Que peut-on dire de I'image d’un élément de U 7  si |z| =1 alors

fu)cF

z=e' et z+1l=e"0+e=2cos0€[-2,2] dou

Ils sont solu-
—uz+1=0, de discriminant

Inversement, étudions les antécédents de wu € [—2,2].
tions de I'équation (E) du second degré z2
A =42 —4<0.0nobtient z = ¥Eivi-u® V24_"2
1.

qui sont toutes deux de module

Ceci prouve que ‘ fz)eF=zelU ‘

(d) g est une application :
Il est clair que z€D = z#0 donc z admet une image unique
fz)=z+1ecC.
D’autre part, la question précédente prouve que f(z) ¢ F (dans le cas
contraire, il faudrait z € U , soit |z| =1 qui est impossible dans D).

’ g:D—C—F est une application‘

g est bijective :
pour cela, montrons que tout élément u € C — F' admet un antécédent et un
seul dans D. Reprenons le calcul du 1-a) :
— tout complexe u admet deux antécédents z; et zo qui sont les solutions de
Iéquation (E): 22 —uz+1=0.
— Comme u ¢ F', la question précédente montre que |z1| #1 et |22| #1.
— D’autre part, le produit des racines : 2129 =1 montre que |zl| |22} =1
donc, 'une d’elles (et seulement une) a un module inférieur a 1

CONCLUSION ‘ g est une bijection‘

f(z") = Pu(f(2))
la condition devient f(1) = Py(z 4+ 1) soit 2= Py(z+1).
Py(X) =2

2. Recherche des polynémes tels que
(a) —n=0:
Il suffit de prendre

1. Ces deux solutions sont distinctes sauf dans le cas u = £2.)

— n=1: La condition devient f(z) = Pi(z+ 1) soit 24+ 1 =P (z+21).1

suffit de prendre P(X)=X

— n=2: La condition devient f(2?) = Pa(z+2) soit 22+ % =Py(z+1).

En remarquant que (z + %)2 =242+ Z% Il suffit de prendre

| P(X)=X>—2|

(b) Nous venons d’amorcer une récurrence. Montrons ’hérédité :
si, pour n =2, f(z")=Py(z+ 1) et f(z"7')=P,1(z+ 1), alors

1
f(zn+1) _ Zn+1 +

ol (Z + %) (Zn + z%) 2"l -
montre que f(z""') = (241) Py(z+21) - Pooi(z+ 1) = Poyi(z+ 1)

| Pyt (X) = X Po(X) — Paa(X) |

Zn—l

en prenant

d’ou l'existence de P,,+1 et la formule de récurrence.
Remarque : Si deux polynémes P, et @, vérifient

VzeC f(2")=Pu(f(2) = Qn (f(2))
alors le polynéme P, — @),, est nul puisqu’il s’annule pour une infinité de
valeurs (tous les complexes de f(C*) = C ),d’ou 'unicité.
On applique la formule pour calculer Pj :

Py(X) =X Py(X) - Pi(X) =X (X2 —2)— X qui donne\ Py(X)=X3—-3X

deg(P,) =n

(¢) Les premiers termes semblent montrer que P, & la parité de n

Ceci se confirme facilement par récurrence :
— Popi(X)= X Pu(X) — P,_1(X) estbien de degré n+1
N — ————
degl  gegn degn—1<n+1

———
degn+1

— sin est pair, alors P, est impair puisque
Poii(=X) = (FX)Pu(-X) — Poa(—X) = —XP,(X) +
Pn—l(X) = *Pn+1(X)
Démonstration semblable dans le cas ”n impair”.
3. (a) f étant surjective, tout complexe = peut se mettre sous la forme = = f(2) .
L’équation P,(z) =0 s’écrit alors
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1
P (f(2)=0& 2"+ — =0 & 22" =1
Z’I’L
Sous forme trigonométrique il vient |z’ =1 et 2narg(z) =7 [27], soit

z=¢e"% avec Ok:l—kkz, k;e[[O,Qn—l]]
n

2n
d’ou xn7k:z+%:2cost9k, 0y :—Jrk:;, ke[[O,n—l]]
eneffet: O, 1 =5-4+0C2n—1-k)Z 3 = —ﬁ — k) I = —0) ont le méme

cosinus, et k € [[0,n — 1] = 6 €]0,7[ ol "cos” est injective (car strictement
décroissante) donc les n solutions sont distinctes.

(b) Nous venons de voir que, sur lintervalle utilisé, la fonction cosi-
nus est décroissante. L’inégalité x,r > Tp—1k > Tprr+1 est équivalente a
Hn,k < anfl,k < 6n,k+1 , soit

1 1 s

1 m
— k< k —+(k+1)—
a0 TP 2(71—1)Jr n—1<2n+( Jr)n

qui se vérifie aisément.

CONCLUSION

Vke HO,n—

2]] ; T,k > Tn—1,k > Tn,k+1

Exercice 3
Partie -A-

a>0  g.(t) =t =ealnt

1. La fonction exponentielle étant définie sur R , il est clair que g, est définie sur R*}
Comme lim; g+ Int = —oo, la limite a droite en 0 est simple
a>0  gu(t)—0
a=0 Ya (t) -1
a<0 gut) — 400

g0(0)=1 sia=0
ga(0) =0 sia>0

CONCLUSION| g, se prolonge par continuité sur Ry en {

a
SurR%, g, est ce classe C* (composée de telles fonctions) et g/, (t) = n ealnt —

at® 1 a une limite finie en 07 si a — 1 Dans ces condi-

tions :

> 0 (étude précédente).

g définie, continue sur R
ga dérivable sur R’
lim; o+ g,(t) =1 €R

= g, de classe C* sur R, avec ¢/, (0) =1

sita=1 g¢j(0)=1
sia>1 ¢,(0)=0

2. a,b>0. Site [0,1],alors 1 —t € [0,1] donc t — ga(t) gs(1 — ) est continue
(produit et composée de telles fonctions), donc intégrable.

0 I(a,b) foga

CONCLUSION |si a > 1, g, est de classe C! sur Ry avec
g, +

CONCLUSION a,b> gp(1 —t) dt est définie

=1—t du = —dt trans-
- ff ga(1 =) gy(u) du = I(b,a)

Le changement de variable (de classe C!) :
forme lintégrale fo ga(t) gp(1 —t) dt =

\I(a, b) = I(b,a) \

3. Pour transformer I(a + 1,b), utilisons une intégration par parties :

Jas1(t) = ot Ghi1(t) = (a+1)gal(t) \ . .
ou € sont de
h(t) = mgbﬂ(l —t) KW(t)=—g(1—1) go+1
classe C!

permet d’écrire :

I(a+1,b) = [y gas1(t) go(1 —t) dt
1 P |
:|:_b+19a+1(t)gb+1(l_t) +b+1f09a (t) gp41(1 —t) dt
+1
:Z+1I(a,b+1) (car a+1,b+1>0 = goy1(0) = goy1(0) = 0)
1
CONCLUSION I(a+1,b):a+ I(a,b+1)
b+1
4 N I(a,0) = [} to(1— )0 dt = [ todt = [tm]l I(a,0) = —
. Nous avons I(a, 41— @ a,0) =
a+1 0 a+].

b+1
En utilisant le résultat de -A-3 sous la forme + 1I(a +1,0) =I(a,b+1):
n n-—1

a+1a+2

I(a,n)z#[(a—f—l,n—l): I(a+2,n—2)

et, par une itération évidente :
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n n-—1 1 n! ") =1n (1~ % 1 2 n(r—a)—1 a
Ia,n) = o a0 | () = fa@) = (1-2) +21—7 5 =@ —a) — In(x) +
(a,n) at+la+2 a+n _(CH_,_/”’ ) |Han) (a+1)(a+2) --(a+n-H1) ‘ r 1= a? r—a
=@ Tt ra too |
D’apres -B-2, fi(z) > 0quand 0 < a <z f, ||| + Ftude des
5. En remplacant (a,n) par (p,q) € N2, il vient falll—00 2 —a
q! . plq! branches infinies :
I(p,q) = G+ Dp+2)--(prqgtl) soit I(p,q) = m — lim,+ f, = —ocon’est pas indéterminée‘ca présente une asymptote verticale x = a‘
a a
. — au voisinage de l'infini, In (1 — f) ~——
6. Utilisons ceci pour calculer Ipg = 0/2 sin??*1 0 cos?7t1 0 do) v 8 x x
= g/z(sin2 6)P (cos? §)4 sin 6 cos 6 df done f(z) ~ —a #0 .
par changement de variable de classe C' : ¢t = sin?6 dt = ‘En +00, Cq présente une asymptote horizontale y = —a‘
2 sin ¢ cos 6 df 4. Représentation des courbes Cy, Ca, C3 :
il vient J. . — 1 fl (1 — )2 dt J o = I(p.q) _ plq! le tableau de variations de la question -B-3 est valable pour ces trois valeurs
Pa = 5 Jo pa 2 2(p+q+1)! de a.
a\n nin(l — &
9. Yn = (1*5) = ™! (1 n) = efa® avec 0 < a < n. On peut
Partie -B- utiliser la croissance de f, et de l’exponentielle qui donnent immédiatement
a n est croissante
a>0 falx) =2 In (1—;) (v )">“
a T —a Comme lim, i fa(z) = —a, nous avons lim, i efa(n) = g-a
1. f, est définie pour x #0et 1 — — >0 < >0:|Dy :]—O0,0[U]CL,—H)O[ —a
x ° (yn)n>a converge vers e

2. Pour 0 < a < z, encadrons In(z) —In(z—a). Plusieurs méthodes sont possibles :

En utilisant les accroissements finis : ”In” étant de classe C!
1 a a a
In(x—a)=In(z) —a- ot 0<z—-a<c<z=-<-<
c r ¢ xT—a
a a
CONCLUSION O<a<z — <In(z) —In(z —a) <
x T —a
en utilisant la concavité : la fonction ”In” étant concave, nous avons Vit>
0 Int<t—-1
(ceci se retrouve tres rapidement en étudiant les variations de ¢ : t — Int—t+1
t— a a a a
‘(#) = —=-.) qui d 11—7<—t1(1+ )<
o' (t) ; ) qui donne 111( 1$)\ et In a—a) S 7.
Enintégrant : rz—a<t<z = — < n < sur [x — a,x] etc...
—_— x T—a

3. La fonction f, est dérivable sur son ensemble de définition comme composée de

telles fonctions (elle est méme de classe C™).

Partie -C-
n u\"
Fo(z) = [, (1 - E) u® du

1. Le changement de variable de classe C!
Fo(z) = [y (1= )" (nt)* ndt = n™+" [117 (1 — )" dt

du = n dt transforme U'intégrale
’ F,(z) = n®(z,n) ‘

u=nt

2. Montrons (directement) la croissance de la suite (Fn(x))n N~

U n
Notons que (1 — E) =y, (poura=u)
donc, si u < n <n+ 1 nous avons y, < y,+1 (suite croissante) soit

u\” u n+1
u<n<n+l= (1—5) <(1f )

n+1

-9 e g (1) e ™) est positif

:>( n) u ( n+1) u car (u®) est positi
u

= (1) e (1

<

n+1
) u”® du
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n 1 77«+1 1 u il x U 1
= Jo ( _g) u du ( _n+1) u” du car n<n+let CONCLUSION VneN Fo(u)< [, e ™ Idu—s—ﬁ
u n+1 nt1 u n+1
(1— ) ut >0 = [ ( ) u® du >0 . o . )
n+1 n+1 (c) Les deux questions précédentes montrent que la suite (F,(z)) est croissante
CONCLUSION La suite (Fn(sc))neN* est croissante majorée, donc la suite (Fn(x)) converge
3.z 2,0 4. Etablissons une relation entre F,(z + 1) et F,,41(z) puis passons  la limite :
(a) Etudions z(u) = v 2e~* quand u — +00 : Fo(z+1) W2 (2 + 1, 1) (voir-C-1)
Inu
— o—uy(z+2)Inu _ A b — _ 7 _ 1
z(u) = e e =e* ou )\—u( 1+ (z+2) " )—> 00 _ nx+2x+ I@,n+ 1) (voir -A-3)
~— n+1
—0
z+2 z+1 Fn+1(£17) .
7 = (ot 1) (voir-C-1)
Ainsi : limy4002(u) =0 = I3V €eRy VueR, U<u = 0< no o\ z42
z(u) <1 d’on F.z+1) = (x+1)Fi(x) (7)
n+1
1
ce qui est le résultat attendu. JUeR, Vu U<u=e "< —5 En passant a la limite (quand n — +00), il vient : ‘F(x +1)=(z+1)F(z) ‘
u

(b) — Nous avons Fy,(z) = 0" (1 — %) u® du avec (1 - %) =y, < e

(voir -B-5 suite croissante qui converge vers e‘“).

Comme u*>0 et 0<n ilvient Fy,(
— Ceci est vrai pour tout entier n, donc si n < U

<o et

— Sin>U: F,(u) < fOU e " ut du+ [i; e " u” du.

1 1

Dans la deuxieme intégrale, uw>U = e “ < — = e "u* < —
u:v+2 u2

1 1" 11 1

ui permet d’en déduire [/ e u® d — _I| =g =
amnp fU fU 2 [ u} v U n S U

— Commengons par calculer F(0) = lim,_, 4o 7, (0) : Comme
F,(0) = a0V 10+1,n) =nI(n,0) voir -A-2
= n- Jlr 1 voir -A-4
En passant a la limite (quand n — 400), il vient F(0)=1
— On peut alors utiliser la relation ci-dessus :
F(1) = 1xF(0)=
F2) = 2xF(1)=2x1
F(3) = 3xF(2)=3x2x1
et, par une récurrence évidente : F(n)=n!



