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Devoir Surveillé 01 - Eléments de Correction

Exercice 1 -
 continue positive (sauf en un nombre fini de points), lim, e =¢€ R .

(E,) : fly p(t)dt =1 a pour solution y = f(x) .

Partie I
p(x) = e* vérifie les conditions avec ¢ = 400 .
L. L'équation (E,) devient [Yefdt=1&[e']' =l eV —e?=1c eV =1+¢".
Comme 1+e*>0, (FE,) admet une solution unique vy oll
| y=f(2) =In(1+e) |

x

2. f est définie, continue dérivable sur R, avec f'(z) = 15z > 0.
Les limites aux bornes sont immédiates.

On obtient le tableau des variations ci-dessous
T | —o0 “+00
y' +
y 0 /1 4o

3. Etudions rapidement la différence y —x :
. z 1
fl@)—z=In(1+¢€") —z=In(l+¢e") —In(e”) =In (= +1)
e

qui montre que lim, ,4(y—2)=0 et f('z)—xz>0.

‘La droite d’équation y = x est asymptote, la courbe est au dessus‘

4. Au voisinage de 0, nous avons :
2 2
ezzl—l—m—&—%—i-o(xZ) = 1+e"=2(1+ g—i—%—&—o(ﬁ))

=u—0

dott  f(z)=In(2) + In(1 + u) =1n(2) + u — “72 + o(u?)

ce qui donne f(x) =In(2) + 5 + %2 + o(x?)

d’oui la tangente a C en x = 0 et la position locale

‘ tangente d’équation y = 1In(2) 4 § , C localement au dessus‘

5 Ci-dessous, la représentation ou figurent les différents résultats obtenus

7

e 1 2 3

Partie I1

D, (u) = [ @(t)dt
6. Dans cette question, ¢(t) = m .
(a) Pour tous réels x et y, nous avons

Y 1/ 1 1 A A
) Lp(t)dt:; 1T dt:;( rctany — Arctan x)

s

Comme Arctany < & et Arctanz > —7 , nous avons [V e(t)ydt <1

(b) Ainsi, [Y ¢(t)dt =1 est impossible : ‘ Péquation (E,) n’a pas de solution‘

(¢) La limite en +oo de est immédiate : =0

1
7w (1+t2)
Désormais :  { # 0.

7. 1l est immédiat que 1'équation (F,) s’écrit ’ (Ep): P,(y)=1 ‘

8. (a) ¢ étant continue, ®, est la primitive de ¢ qui s’annule en z. Elle est de classe
ch.
Sa dérivée est ¢ qui est positive (ou nulle en un nombre fini de points) donc

®,. est strictement croissante. ‘ ®, est continue strictement croissante‘

Nous pouvons en déduire que‘ Péquation (E,) admet au plus une solution. ‘

(b) ¢ étant strictement positive, £ =lim o ¢ vérifie soit £ = 400, soit £ € R .
e Cas { = 400 Considérons un réel A > 0. lim,; ¢ = +00 montre
JtgeR, VEER, t >ty = p(t) > A
eCas e R, donc £ >0 (puisquel #0). Avec € = % >0, limyop=1
montre
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HtOER,VtER,t}toéé—gppgo(t)gﬁ—kgiA: < p(t)

Dans les deux cas : ‘EIA>07HtoeR,t>t0:g0(t)>A‘

(c) Avec les notations précédentes, pour u >ty nous avons

B, (1) = /tow(t)dt +/tu<p(t)dt>K+(u—to)A

—_—

=K constante

Ceci prouve que limy,, ¢, = 400  donc ‘ FJueR, &,(u)>1 ‘

(d) @, est continue sur [z,u] vérifie @,(z) <1< Py(u). Le théoreme
——
des valeurs intermédiaires prouve lexistence d'un réel ¢ vérifiant

®,(t) =1. Léquation (F,) admet une solution, unique d’apres 8-a-.
‘ (E;) admet une solution unique‘

Partie 111

9. Rappelons que ¢ est continue, donc ®¢ : y +— foy ¢ est une primitive de .

f(z) est la solution de (E,) se traduit par f(x) >0 et
/f(f)

Continue strictement croissante, ®g
| lim ¢, lim ®q] .
—00 +oo
—_—

=Ja,+oo]

p(t)dt =1 [B]" =1 & & (f(2)) = Do(x) + 1

induit une bijection de R vers

En notant @ L Papplication réciproque, I’égalité précédente est équivalente &

J(x) = 5" (Ro() +1)

Note :
en s’assurant que Dg(z)

on pouvait aussi composer 1'égalité par @, !
€la, +oo[= Po(z) + 1 €], +00] .

10. La fonction ®( étant continue strictement croissante, il en est de méme pour
x> Po(z) +1 et sa réciproque (Pg)~*

Composée de deux telles fonctions ‘ f est continue strictement croissante

11. (a) La bijection continue P est dérivable, et sa dérivée ¢ ne s’annule pas (hypothese
de cette question -a-). L’application réciproque est donc dérivable et vérifie
(<I>O_ 1)/ = ﬁ . Ainsi, composée de fonctions dérivables, f est dérivable avec

0

Fl(a) = (951 (®o(z) + 1) - By’ (2) = 2o () Fi(z) = —£@)

¢(¢gl(¢o(m)+1)> : e(f@)

(b) Dans cette question, ¢(zo) # 0 strictement positive sur V € V(f(z¢)) sauf
en f(zo) ot ¢(f(z0)) =0.
» Le raisonnement du -a- s’applique en tout point x tel que go(f(x)) #0,

donc f est dérivable sur V' — {x¢}, avec f'(x) = % .
ol f(x

» f et ¢ sont continues sur R, donc

lim,, ¢ = p(xg) #0 et
ce qui montre que lim,, f’ = +o0

limg, po f=po f(zg) =0
» En résumé :
f continue sur V'
f dérivable sur V — {z¢} =
f’ a une limite infinie en xq

f non dérivable en g
tangente verticale en x¢ pour C

12. Dans cette question ¢ = +o00 et € est un réel strictement positif.

(a) Puisque limyo ¢ = 400, nous avons JaeR,Vt, t=a= pt) >1
(b) Pour z > a nous avons :
=0 et ff(I) =1>0 entrainent =z < f(z)
> Sur [z, f(z)] C [a,+00[, ¢(t) =21  donc
1= ff(x) t)dt > ff(x) Ldt = f(xg)_”: = f(z)—z<e Comme
f(z) —x >0, nous avons finalement r>a = |f(z)—z|<e

Ceci prouve que lim, 4o f(2) —2 =0

donc que ‘ la droite d’équation y = x est asymptote a C en 00 ‘

13. Dans cette question £ € R} .  Pour tout € >0 :

da€eR, Vi, a<
z < f(x)

» Comme lim, ¢ = ¢, nous avons t = L—e <)

» Pour la méme raison qu’au 12-b- :

<l+e
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» Ainsi, pour = >a: ff:(x) (L —¢)dt < fil(z) o(t)dt < fi(z)(ﬁ +e)dt
soit  ((—e)(f(z)—z) <1< ({—e)(f(z)—z) dou(puisque f(z)—z>0)
f—e< ﬁ <fl+4e  cest-a~dire  limg_ oo f(zil)fz =/
Finalement : lim, 1 (f(m) - a:) = % La droite d’équation y = x + % est asymptote
14. Dans cette question ¢ est paire, I' est le graphe de f. 2
(a) Le changement de variable u = —t (de classe C!) montre que
Y -y —x
[ o= [ oo can= [ e ,
z —r N~ —y
=e(t)
Ainsi: [Yo(t)dt =1« f:; pt)dt=1 donc‘ (r,y) eT & (—y,—x) €T ‘ Exercice 2 2
On consideére 1’équation différentielle définie sur ]0; +oo[ par : (E) xy —y=-——
(b) Ainsi ’ I' admet la droite d’équation y = —x pour axe de symétrie‘ I —chz
x 2\ 2 T —2z z —2z
L (a) Vo € R 2ch%r — 1 =2 (47 ) - 1= 2™ o S ayon)
e _—z\2 x —2z z, —2x
Partie IV Vr € R,2sh’z+1=2 ( = ) p1=im2be ™ g e ™ ()
PR _ 2, 2 _ 1+ch(22)
Dans cette partie o(z) = 2t — 222 +1 = (22 — 1)2 On en déduit : Vz € R,Ch}gx) = 2ch”"r — 1 = ch"z = —F— et
) ) ] . ) - Ch(2$):28h2$+1ésh2$:%
15. 1l est clair que la fonction ¢ est continue (polynome), strictement positive sauf en . .
. . . Conclusion : pour tout réel z on a :
deux points (x = +1), paire, et que lim o p = +00 .
1+ ch(2x ch(2x) —1
16. Nous savons donc que : ch(2z) = 2c¢h?z —1=2sh’z +1 ch?z = # sh?x = ( 2)
» f est strictement croissante, —
. )z . o shz 1/ 5=
» I admet la droite d’équation y = = pour asymptote, (b) Va > 0, tanh (%) _ 020 _ 2 carz >0=sh >0
» et la droite d’équation y = —x comme axe de symétrie. ch 3 ch §+ 1
D’autre part, on a une tangente horizontale en xg si ¢(xg) =0 et o(f(xo) #0, 5
» donc ici pour x = —1, puisque alors Vz > 0,tanh (E) _ el (che—1)7 _ [dha—1] _
p = —1, puisq ’ 2 chx+1 ch?z —1 |shz|
* (1) =0 chz —1
* ¢(f(1)) # 0 puisque f(1) # -1 (on vérifie facilement que shae o shz >0et chz>1
-1
+1 hx — 1
fl o7 ) 1 Conclusion : | Vz > 0, tanh (%) _ar—-
f()#1  (puisque [fo=0#1) sho
» Méme raisonnement en x = —1 On obtient les tangentes verticales par 2. (a) Soit  un réel strictement positif. La fonction : u +— tanh % est de classe C! sur
symétrie. [1,2] et réalise une bijection de [1,z] sur [tanh 3; tanh Z]

D’ou la représentation donnée ci-contre

2dt
1-t2

t=tanh% = dt = 1 (1 — tanh® %) du = du =

par ailleurs chu — 1 =
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3.

4.

20h2%72:2(m*1) = 12—1&:2
N e
1 chu—1 tanh i 1oz 1 — 12 ¢ Jtann L tanh 5
1
tanh §
Conclusion : |V > 0, /j o ul_ 1du = tanlh% - tanlh;”

(b) g est continue sur |0; +oo[ en tant qu’inverse d’une fonction continue avec un
dénominateur ne s’annulant pas sur |0; +o0o[. D’apres la question précédente,
une primitive sur |0; +oo[ de la fonction

gz est la fonction G définie par :

chz —1

vz G]O7+OO[’G('T) = tan1h% = c}?};il
e Equation homogene : ¢/ —y =0< ¢ — %y = 0: on pose a(x) = f%. a est une
fonction continue sur ]0; +oo[. Une primitive de a sur ]0; +oo] est la fonction A
définie par A(z) = —In|z| = —Inz car x > 0
Vo > 0,e” 4@ =enz — 4
Donc Sgppg = {fr : * — kx,k € R}
e Recherche d’'un solution particuliere avec la méthode de la varaition de la
constante :
on pose yp(x) = k(x)z ou k est une fonction dérivable sur |0; +oo].
Alors yp(x) = K'(z)x + k(z). On reporte dans (E) :
2
(K (x)x + k(z) — k(2)r = 2555 < F(2) = 55 = 9(2) = k(z) = C}f};fl
d’apres la question précédente.
Alors une solution particuliere est : yp(x) = Ciihfl
e Conclusion : | Sg{fy : @ + kz + £Z k€ R}
h
Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = lfsi
chx —
— ~ I—Q ~ z—2 = 1 =
(a) shzx ~ et chz — 1 > 5 alors f(x) i 2 alors ilg%)f(x) 2

f est prolongeable par continuité en 0.

- chffxg —w)l = 5o = /(@) donc f est paire.

lim f(z) = +o0

(b) Vo e R*, —x € R* et f(—x)

(c) flz) ~ x:x = z alors

x

+oo r——+o0
x
Remarque : f(f) ~ 1 alors lim f(z) =1
—+oo r—+o0 X
— l—e 7 .
e f() —u = Ehemedhats _ st D 2 alors T [(#) — o =0
ainsi la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe
représentative de f en 400
(d) f est dérivable sur chacun des intervalles ]0; +o00[ et | — 00; 0 en tant que quo-

tient de fonctions dérivables avec un dénominateur ne s’annulant pas sur chacun
des intervalles |0; +o00[ et | — 00; 0].
(shz 4 zchz)(chz — 1) — xsh®z

pour tout x= # 0, f'(z) = (cho —1)2 =
shzchz —shz +zch?z —xchae —zsh’x B shz(chz — 1) + z(ch” —sh®z) — zchz
(chz —1)2 B (chx —1)2
shax(chz —1)+2(1 —chx) (chz—1)(shr—2z) shx—x
(chz —1)2 N (chz —1)2 ~ chz—1
shz —z

Conclusion : | pour tout = # 0, f/(z) = ]
chz —

(e) Sit h la fonction définie sur R par h(z) = shx — x. h est dérivable sur R et
Vo € R,h/(z) = cha — 1 > 0 donc h est strictement croissante sur R. De plus
h(0) = 0 donc on un déduit le signe de h(x) :

Vx> 0,h(z) >0 et Vo <0,h(x) <0
Par ailleurs Vo € R*, chz — 1 > 0 donc f’ est du signe de h.

Ainsi f est strictement croissante sur |0; +00] et strictement décroissante sur
] —00; 0]




