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Devoir Surveillé 03 - Eléments de Correction

Exercice 1 6

1. ¢ Pour z =5, 2’23:2;|z'|:2;
24+2i—4 —2+2 —2421)(—-1+1
e Pour z =1+1i, 2 = +'1 = +.1=( +,1)( +.1):
1—-1-2 —-1-1i (-1 —1)(-141)
2—2—-21—2i
ST ATA 9 Done || = 2.
1+1
2.(a) Ona |z —2| =AM et |[z—2| = AN.
2z —4 2z — 4 2z —4
(b) De z’:fi,on déduit pour les modules que |2/| = f = ‘j | _
-2 zZ—2 |z — 2|
202 -2  2AM
zZ—2 AN’

Or M et N sont les points d’affixes conjuguées et comme A appartient a
I’axe des abscisses on a AM = AN.

On a donc finalement |2’| = 2. Ce résultat montre que les points M’ appar-
tiennent au cercle de centre O et de rayon 2.
2z -4 —
=—% =2 —————— =-2&2r+2iy—4=
=
—2(x—i-2) < 4r—8=0< z =2. Comme z # 2, 'ensemble £ est I'ensemble des
points M d’affixe z = = + iy avec y # 0 autrement dit la droite d’équation = = 3
privée du point A.

3. Siz=ax+iy,alors 2/ = -2 &

n ZA—M>: z=2 _z=2  z=2

Zry 2= (=2) 42 Zl42
=2 (2-2)z-2) (2-2)(z2-2) (2-2)(z—2)
Al 22-4+22-4 2(z+7%) -8 2(z4+%) -8

Si z = x+iy, avec z # 2, alors (2—2)(z — 2) = (z—2)?+y? € Ret 247 = 21 € R,
eR.

—
ce qui montre que —AM

—
BM’
Géométriquement si ce que quotient est un réel c’est que les termes complexes
ont le méme argument, c’est-A -dire que les droites (AM) et (BM') sont paralléles.

5. Le point M’ appartient au cercle de centre O de rayon et & la parallele & (AM)
contenant le point B. On peut construire pour la paralléle le symétrique de A autour
du milieu de [BM].

Exercice 2
Premiere partie

On considere 'équation différentielle (E) suivante définie sur lintervalle I =]0; 3| :
xy/ +y= \/%Twz
1. Equation homogene : (EH) : y/ + 1y =0
Soit la fonction a définie sur I par a(z) = L. Elle est continue sur I donc admet
des primitives sur I. Soit A une primitive de a sur I.
1

Vz € I, A(z)In|z| = Inz car 2 > 0 alors e~ 4(®) = e~Ine = 1

SEH:{kaSU'—)k kGR}

T

Conclusion :

k(x)

ou k est une fonction dérivable sur I. Alors Va € I,y{(z) =

(KO ) i o (o) -

2. On pose yo(z) =
k:'(w)w;k:(w)

et on reporte dans (E) :
d’ott k(x) = Arcsin(2x)
Une solution particuliere de (F) est donc la fonction gy, définie par :

Vo € I,yo(l‘) _ Arcsi;(Z:L’)

2
V1—4z2

3. Les solutions de (F) sur I sont obtenues en faisant la somme de la solution de
I’équation homogene et d’une solution particuliere.

Sp={fr:a— b 20l p Ry

4 g9(5)=% 4k +4Arcsin(3) =F S 4k +4Z =T o k=0

Conclusion :

Arcsin(2z)

g est donc la fonction définie par : |Vx € I, g(z) = -

Deuxiéme partie

On consideére la fonction f de la variable réelle = définie par : f(x) = Arc%n(h)

5. La fonction Arcsin est définie sur [-1;1] or 2z € [-1;1] < z € [~1; 1] ainsi la

fonction z — Arcsin(2z) est définie sur [—1; 1].
Par ailleurs la fonction inverse est définie sur R* alors
[ est définie sur D = [—3;0[U]0; 1].
6. Vx € D,—xz € D et f(—z) = ArCSTS%) = 7Aris;n(2w car la fonction Arcsin est

impaire.

Ainsi Vo € D, f(—z) = f(z) donc f est paire.

arcsin(2z) — Arcsin(2 x 0)
z—0

7. lim

=2 x arcsin’(0) d’on
z—0

lim f(x) =2

x—0
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8. f est continue sur D en tant que quotient de fonctions continues sur D avec un
dénominateur ne s’annulant pas sur D.

La fonction Arcsin est dérivable sur | — 1; 1 alors la fonction x — Arcsin(2z)
est dérivable sur ] — ; 1[ et par suite f est derlvable sur ] — 3;0[U]0; 5[ en tant
que quotient de fonctions dérivables sur | — 2;0[U]0; 2 avec un dénominateur ne
s’annulant pas sur | — £;0[U]0; 1.

22 Arcsin(2z) -
9.VI€, ],%0[ }0%[]"(): 142352 :h3(32)

orVz €, ]— 2;0[UJ0; 3[,2% > 0 donc f’ est du signe de la fonction & définie

2z
ar | h(z) = —= — Arcsin(2z
par | () = 25 — Avcsin(2a)
10. h est dérivable sur | — 2;0[U]0; 5[ en tant que quotient de fonct1ons continues sur

] — 3;0[U]0; [ avec un denomlnateur ne s’annulant pas sur ] — 1;0[U]0; 3, donc h
est derlvable sur 0; 3.
2T Ta?— —fmis -
Ve €0zl W) = —m - P = e
Ainsi Vo €]0; 1[, h/(x) > 0 donc h est strictement croissante sur ]0; 1
Par ailleurs lin%) h(z) = 0 alors on en déduit que Va €]0; [, h(z) > 0
z—

11. Dapres I'étude précédente, Vz €]0; L[, f/(x) > 0 donc f est strictement croissante
sur ]0; 2[. De plus f est paire donc f est strictement décroissante sur ] — ;0[. Dot
le tableau de variations :

T —% 0 %
frle)y I = I + |
floy = o2 | 2 /o
12. f est continue et strictement croissante sur ]0; 2[ donc f réalise une bijection de
10; %[ sur un . Elle admet donc une fonction réciproque notée f~! définie
sur J.
13. 1 €]0; 5[ donc I'équation f~'(x) = ; admet une unique solution = = f(3) =
4Arcsin% = 2?“
Conclusion : | S = {2}

Exercice 3
1. Soit A € P(E).

(a) Par définition de I'application , x;* ({0}) = A et x;' ({1}) = A4

(b) Par définition , Vz € A, xz(z) = 1 = 1—xa(z) et Va;nd, xz(z) =0 =1—xa(z)

2. Soient A et B deux parties de E.
(a) e Soit AC B.
Siz e Aalors x € Betdonc xa(r)=1<xp(z)=1
SizeB—Aalors xa(z) =0<xp(z)=1
Siz e E— Balors xa(x) =0<xp(z)=0
Ainsi dans tous les cas , Vo € E, xa(z) < xB
e Réciproquement, supposons que A ¢ B alors 3z
et xp(z) =0
ainsi dx € E,xa(x) > xp(x) alors par contraposée, Vo € E, xa(z) <
xp(x) = ACB
o Conclusion : ‘A CBeVreE xalx) <xp(x) ‘

()
€Az ¢ Bdouxa(r)=1

(b) En échangeant les roles de A et B dans le résultat précédent il vient
‘AZB@XAZXB‘-

s ANB | AnB | AnB | AUB
xa(z) 1 1 0 0
(c) xB(z) 1 0 1 0
xa(x)xp(x) 1 0 0 0
xa() +x5(@) —xal@)xp(@) | 1 1 1 0
Done [xans = xaxs|
(d) et |xaup = xa +xB — XaXB|
3.(a) Dapres le 2b), xa = xB < A = B donc lapplication

fP(E) = F(E.{0:1})
A XA
(b) Soit g une application de E dans {0;1}. On pose A = {x € E, g(z) = 1}.
Ainsi Vo € A, g(x) = 1 et Vo € A, g(x) =0 donc g = xa : f est surjective.

est injective.

Exercice 4
A. Généralités sur f.

1. La fonction tangente est définie sur R — {Z[r)}. Par ailleurs tanz = 0 < 2 = 0[r]
alors

le domaine de définition D de f est ‘D =R — {0[x]; Z[m)]} ‘
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2. D est symétrique par rapport a lorigine et Vz € D, f(—x) = C(t)z(n_(f)x_)l = cosa—l _ on en déduit que cos?z + cosz — 1 = (cosx - —1%\/5) (cos:c - %\/g) =
—f(x) donc f est impaire. (cosx B _1_5\/5) (cos:c " H_Q\/g)
3. Vo € Dy,x+2m € Det f(z 4271 = % = f(x) car la fonction cos est

. ) (2 o cl-1;1] et 15 > 1 al 14V5 5
2m-périodique et la fonction tan est m-périodique. Alors f est 2m-périodique. or cosz € | Jet =5 alors CoS T + =5

) —14+V5 5 > —1+V5
4. f étant 2m-périodique il suffit dﬁtudier f sur E = [—m;w] N D puis on effectue par ailleurs {cosx v 12), = & {COS‘Z—E D’2 < x €]0; Arccos ‘/52_1]
des translations de vecteurs 2km ¢ ,k € Z de la courbe obtenue pour compléter la
courbe sur D. e Finalement |V €]0; Arccos ‘/52_1}, f'(z) <0|et|Vz €] Arccos ‘/52_1; gl f'(2) >

De plus f est impaire alors sa courbe représentative étant symétrique par rap-

10. f(Arccos ~1) = i(\f— 3V -2+ 2+/5

port a l'origine on peut encore réduire a ‘ D’ = [0;7]N D =]0, g[U]g,Tr[‘
., . , o T 0 Arccos f L 5 T
B. Etude de la fonction f sur D' =|0, 5 [U]5;7[. 7@ 1 - T T I
Vb—1
5. 2=l tend vers 0 et =% tend vers 1 et donc | lim f(z) = F@) [0 ~ flArecos*—) ~ 0 || 0 7 oo |
z—0
6. lim (cosz—1)=—1let lim tanz = 4oo alors| lim f(z) = C. Utilisation d’une primitive de f.
5 5 57 z .
.. . [7 cosw— B . 1
lim+(cosx 1) =—let lim+ tanz — —oo alors hm+ fla) = 11. Soit I = [f s dz. On pose t = cosx car la fonction cos est de classe C
TG TG T3 6
sur [%; %] et réalise une bijection de [%; Z] sur [3; @] De plus dt = — sinzdx alors
7. lim (cosz—1)=—-2et lim tanz =07 alors| lim f(z) = 4o0| tt—1) 3y 344011 1 1
o - — I_/f 1— 2 _t):/flthdt: v J;th dt:/f<1_1+t)dt:
— 3 3 3
8. f est dérivable sur D’ en tant que quotient de fonctions dérivables sur D’ avec un N 2 E E
dénominateur ne s’annulant pas sur D’. [t —In|l+t]] 2@
—sinztanz — (1 + tan?z)(cosz — 1) ’
jx = D', f'(x) = ) tan2 = Conclusion : | [ = 1 — § —In2+In @
— ,# — —
(3052 L _sinztanz et (cosz—1) —sin xcoszQ cosz + 1 12. Sur Pintervalle [§; §] la courbe est située sous I'axe des abscisses donc l'aire, en
Sin-x ) Sin ‘Qi unités d’aires de la portion de plan comprise entre la courbe, I’axe des abscisses,
dou Ve € D', f'(x) = cos’x — zosx + or (cosz — 1)(cos?z + cosx — 1) = les droites d’équations = § et x = % est égale a .

sin
2 2

cos® z + cos? x — cosx — cos? z — cosx + 1 = cos®

r—2cosx+ 1

(cosz — 1)(cos?z + cosz — 1) D. Une équation différentielle.

2

donc pour tout x appartenant & D’ on a| f'(z) =

Sl L Soit I’équation différentielle (F) : y'(z) + Ty(x) = —cosz
9. e VYre D cosz—1<0etsin?z>0. . sin(2z)
e On étudie le signe de cos?x + cosz — 1 : on pose X = cosz € [—1;1] alors . 0: T 2 s
I’équation cos? x +cosz—1 = 0 devient X2+X —1=0: A = 5; cette équation 13. (a) Soit X €]0; 2 [ On pose L(X) = x sin(2x) dr . On considere le changement

admet 2 racines réelle X; = ’1%‘/5 e[-1;1] et Xo = ’1%\/5 ¢ [—1;1] de variable ¢t = tan x.
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la fonction tan est de classe C1 sur ]0;
sur ]0; +oc[. De plus dt = (1 + tan? z)dz alors

tan X 2 dt tan X 1 tan X
— — - — an —
L(X)—/t TIe —/1 tdt—[1n|t|]1 =[In | tan X|

an g 1+t2
2
_c =0
sin(2x) y(@)

—2—_ Elle est continue sur ]0; “[
5[ Soit A une primitive de a sur ]0; Z[. D’apres

7 et réalise une bijection de ]0; 7|

(b) I’équation homogene (H) associée a (E) est : y'(z) +

Soit la fonction a définie sur I par a(z) =
donc admet des primitives sur 0;
la question précédente ,

Vo €]0; 5[, A(x) = In|tanz| = In(tanz) car tanz > 0 sur |0; 5[ alors
e—A(x) — e—lntanx _ _1
tan
Conclusion : | Sy = {fy 12— 2=, keR}
T 1 —+ 1 —
14. Vo €]o; 5[7 Fl(z) + sin(22:b)f(x) _ (cosz— )(Z?I;;v cosz—1) + Sin:vlcosa: co%l _
%(6082 r+cosz—1+1)= (Coszfll)_cfjsﬁ(ioszﬂ) = —coszx
Conclusion : f est solution particuliere de (E)
15. Solutions de (E) sur J0; 5[ : | Sg = {fi 1 v > EE22=1 "k c R}
E. Des suites
16. Equivalent de g,, au voisinage de O : gn ¥ M donc | g, > 2n + 1|

d’ou al;lirbgn(m) =2n+1

On dit que la fonction g, est prolongeable par continuité en 0 et on note encore
gn le prolongement obtenu sur [0; 7]

17. sin (g) fn(x) ki_lsin g cos(kx)

I ( 1 1
= Z sin(k + =)z — sin(k — )x)
2 Pt 2 2
on obtient donc une somme télescopique

sm( )fn( =131, (Sin(k’+ 1z -3 Olsm(j + 1)z ) 1 (sin(n + 1)z —
1 1

fu(x) = D) + §gn(x)

n

>, (sin(k: + ) +sin - k)x> _

donc | Vz €]0, 7],

sin(3))

18. Pour n dans N, on pose : u, = / gn(z)dz.
0

gn(x) = 2fu(x) + 1 donc un(z) =

Q/Oﬂfn(x)da: + /Oﬁldx =

2 Z/ cos(kx)dx 4+ m par linéarité de l'intégrale.

™

i[smkw] +rT=m

0

donc u, (z

Conclusion : la suite (u,) est constante et ‘Vn e N“up, = ‘

T
19. Pour n dans N on pose v,, = / f(z)sin ((2n + 1);) dx.
0

(a) On effectue une intégration par parties en posant , ) P -9
v'(z) = sin

il

Les fonctions u et v étant de classe C'* sur [0;

cos(2n + 1);f(x)}

INER

alors v n n ’ COS n +

- =0

ainsi d’apres la propriété de la valeur absolue pour les intégrales il vient :

9 s
e /04 |f/(x)|dz car Vz €

T T
lonl < 525 | 1f(@)]] cos(2n + 1)5lde <
0
[0; 5], [cos(2n +1)5| <1

T
On pose A = / |f/(x)|dz nombre réel fini car f est continue sur [0; Z]
0

4
. g . A
Conclusion : | il existe A dans R tel que : Vn € N*,  |v,| < .
2n+1
. _ ey < A : _ Lo ; )
(b) ngrfoo 11 0et 0 <wv, < 57 alors nEIEoo v, = 0| par théoreme d’enca
drement.



