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Devoir Surveillé 04 - Eléments de Correction

Exercice 1

2 =22 41
1. Trouver les antécédents de O revient a résoudre 1’équation :
2 =0=22+1< 22 =—1; les solutions sont i et —i.
Les points d’affixe i et —i ont pour image le point O.
2. Un point M (z) est invariant si son affixe vérifie :
z’:z:22+1<:>22—z+1:0<:>(z—%)z—i—klz()@
2 . .
-1 +3=00 (- 1+0f) (-5 -1F) -0

Les deux solutions sont % + i% et % — i?.

3. Comme 22 = (—2)?, deux points symétriques autour de O d’affixe z et —2) ont la
méme image.
2
2 1 1
4.z =25 +1= ({(1“)) +1:§(1+i)2+1: 5(1—1+2i)+1=1+i.
Zpy =141,

— 2—

On a bien sir OA = gOA’, ce qui montre que les points O, A et A’ sont
alignés.

5.(a) Si N a pour affixe z = e!?, alors son image N’ a pour affixe :

Z = (ew)2 +le2-1= (eie)Q.

Il en résulte en prenant les modules de chaque membre :
2 =1 = ()] =12 =1,

Donc |2/ — 1| = 1 égalité qui montre que le point N’ appartient au cercle
centré au point d’affixe 1, de rayon 1.
—
(b) L’affixe du vecteur ON" est :
Z = (ew)2 +1 = € (e’ +e7%) = e(cosf + ising + cos — isinf) =
2 cos fel? = 2coshz.
On a donc ON' = 2cos 9()—]\/>’ ce qui montre que les points O, N et N’ sont
alignés.
(¢) Pour un point N qui correspond & un argument 6, on projette ce point orthogo-
nalement sur I'axe des abscisses en V7 ; la distance de ce projeté a O est égale

a cosf, longueur que 'on double sur 'axe des abscisses pour obtenir le point
Ny ; le cercle de rayon ONy coupe la droite (ON) en N’
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Exercice 3
cf DMO03

Exercice 4
On considere le systeme différentiel :

x =
{y’ =
On cherche les solutions deux fois dérivables.
(2) =y =10 +1e 2
En utilisant (1) il vient : y” = 1y — %e‘é + ie_%
donc y est solution de 'équation différentielle du second ordre : y” — 1y =0

y—
T —

N —=po =

Les solutions de cette équation sont les fonctions définies par y(t) =
Be™3, (A,B) € R?

On reporte maintenant dans (2) :
2(t) =2y/(t) + e~ = Aet — Be % + e %

Réciproquement, on reporte les deux expressions trouvées dans le systéme différentiel :
(1) & JAe +1Be s —le s =1Aes +1Be 2 —le 2 50=0
(2) & %Ae% - %Be*% = %Ae% - %Be’% + %(f% <0=0

N= N
e

e

Conclusion : les solutions du systémes sont les fonctions x et y définies par :

t

Vt e R,z(t) = Ae? — Be™2 4+ e 7 et y(t) = Ae? + Be™2, (A,B) e R?

Exercice 5
A tout entier naturel n > 1 on associe la fonction numérique f,, définie sur Uintervalle
I =[1;+o0] par

1 (Inx)™
fn(@) = nl 22
On pose pour tout réel x de I, I,,(z) = fa(t)dt
1

1. (a) fn est dérivable sur I en tant que quotient de fonctions dérivables sur I avec
un dénominateur ne s’annulant pas sur I et Vn € N* Vx € I,
1 n(lnz)" 'z —2x(lnz)” (lnz)"!
/ _ —
fo(@) = ol por =3 (n—2Ilnx)

1 n—1 )
%ZoainSiﬂz(l“)20®%21nx(:>x§e5

comme n > 1alors 2 >1 = e% >¢0 =

or Vn € N* Vx € I,

. n z . n
fn est croissante sur [1;ez [ et décroissante sur |ez ; +ool.

T 1 ez +00
fa(z) + 0 -
fn(x) 0 7 un N\ 0

. 1(3)" 1 n
(b) La valeur maximale de f, sur I est f,(ez) = —(2) = — (2) donc

- (5)
yn_n! 2e

fot1(x) ;. (Inz)™t  nlg? Inz
V. 1 = =| .
(c) Vo >1, Fo(z) (n+1)! 72 X (Inz)" |n+1
n n n
_ (lne#) Ine™s In e

(d) ¥n € N i1 = foia (BT) - (n+ 1)n! on+1 I (EHTH)
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Conclusion :

Y)

1 n
Yn+1 = ifn (6 2

n+1
2

>n:>nT+l
= €
2

Vn € N*, > e2 car la fonction exp est strictement croissal

n+1 n . ’ .
= fn (GT) < fn (ef) car f, est strictement décroiss

1
= Yn+1 < §yn

Vn € N*,yni1 < 59n |

Conclusion :

(e) Lasuite (yn)n>1 est donc décroissante ; elle est minorée par 0 donc elle converge.
D’apres le résultat précédent on prouve aisément par récurrence que Vn €

N -1
N9y, < (3)" T m
de plus Vn € N* 0 < y,, par définition de y,.
o 1 n—1
ainsi Vn € N*,0 < y,, < (%)n ! y1 et sachant que lim <> = 0 alors
n—+oo \ 2
d’apres le théoreme d’encadrement il vient | lim ¢, =0

n——+00

2. (a) On effectue une intégration par parties en posant

/ 1 1
= =
1 les fonctions u et v étant de classe C! sur I alors
v= Int v ==
t
Tlnt —1 x T _1 —1 1 T
Vo > 1,1(33):/ demz — Int —/ B PO AR )
1 t t 1 1 t2 x t 1
1 1
BLEI
T T
Conclusion : | I1(z) = _12;95 _ % +1

(b) On effectue une intégration par parties en posant

1 (Inz)kt!
RS + I (z)
. * nz)ktt
hte sur T Conclusion : |Vk € N*| I q(z) = I(z) — (k—il-l)l a x)

nte Sur(Eﬁ)gD’rm{és le résultat précédent on a : Vk € N*|

n n n 1 Inz)k+!
;Ikﬂ(ﬂ?) = kz::llk(x) - ; (k+1)! ( :v)

on reconnait des sommes télescopique donc on obtient en posant j = k + 1

n+1 j jass
1 (nz) Ina 1 (Inz)”
Lipa(z) = Il_;w x _7_7 _Z
”ii(lnx)
2N«
Conclusion : |Vn e N*, [,(z)=1- ];0 klx

3. Soit a > 1 un nombre réel fixé.

(a) Par positivité de 'intégrale on a déja 0 < I,(«)
Par ailleurs puisque y,, est le maximum de f,, on a Vt € [1; o], fun(t) < y, =

/ fn(t)dt < yn(a — 1) par croissance de 'intégrale.
1

Conclusion : ‘O < Iy(a) < (a—1y, ‘

(b) D’apres le théoreme d’encadrement sachant que 11111 yn = 0 il vient
n—-+0oo

Conclusion :

lim I,(«)

n—-+oo

(Inz)*

(a) In(z) =1— 2w, (2) = wy(z) =2 — xl,(2)

Conclusion : ‘Vn > 1,Ve > 1w, (z) =z — zI,(x) ‘

4. Pour n > 1 et x > 1 on pose wy ()

ngr-ir-loo wn(a) -

, 1 1
= 2 Tt
. les fonctions u et v étant de classe C 1
v=(Int)k v = (k4 1){Int)”
t
sur I alors
1 T (Int)ktt 1 er1l”

Vo >1,1 = L gyt

(k+ 1) bl)q Afnj ).u = a — I,(«) donc d’apres le résultat du 4b :
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n
1
(¢) On pose @ = e > 1 alors wy(e) = E o et d’apres la question précédente
k=0

nEI—GI-loo wn(e) =

n

Conclusion :

Exercice 6
j=ei27/3 A={a+bj — (a,b) € Z*}.
1. A est inclus dans C. Montrons que c’est un sous-anneau de (C, +, X) :
— A contient 1 et -1  puisque +1=41+0j avec (£1,0) € Z?
— A est stable pour '+’ puisque Ya+bj, a’+b'j€ A (a,ba’ b’ €7)
(a+bj)+(a"+b'j)= (a+a’) + (b+b) jEA
—_——
ez €z
— A est stable pour 'x’ puisque Va+bj, a’+b'j€ A (a,b,a’,b' €7)
(a+bj)x (a"+b"H) aa’+ (ab’+a’'b)j+bb" (—1—37)
———

Notonsque 1+j+j2=0 et j2= 4

=j2
(a+a’"—bb")+ (ab’+a’b—0b") j €A

€ Z

€7

‘ U = Ug est constitué de 6 éléments. ‘

b

(b) Ug est un sous-ensemble de U, non vide, stable pour ”x”, et contenant ses

inverses.

‘ Ug est un groupe multiplicatif ‘

4. ¥Vze A, N(z)=27%.
(a) Tout élément z de A s’écrit z =a +bj avec (a,b) € Z2. Alors (voir 1)
N(z)=(a+bj)(a+bj?) =a?+ b?53 +ab (j+j%) =a?—ab+b>cZ
=b2
|Ve=a+bjeA, Niz)=a’—ab+b’€Z (a,b) €|

= -1

(b) Soit (u,v) € A. udiviseveIze A, v=uz.
Alors: N@Ww)=v0 =uzuz =uzu z=uuzz=DN(u)N(2)

ou N(u),N(v), N(z) EN,d’oﬁ‘ u divise v = N(u) divise N(v) dans N ‘

5. H désigne I’ensemble des éléments de A inversibles dans A.
1 donc z divise 1.
=1 dans N,

zEH:>|z|:1

(a) Pour tout élément z € H nous avons 3z’ € A, zz' =
Le résultat précédent montre que N(z) divise N(1)

donc N(z) =1, Cclest-a-dire |z o1

Sous-anneau d’un corps commutatif :‘ (A, 4+, x) est un anneau commutatif integ

e‘ (b) Avec les notations usuelles de I'énoncé, z=a+bj € H = a? —ab+b>—-1=0.

2. Nous avons uG — {17 ei27'r/67 €i47'r/67 €i67'r/67 ei87‘r/67 eilOTr/G}
:{17_j25ja_17j27_j}
D’autre-part, les éléments de Ug sont inversibles dans C (v € Ug = 2° =
6
1= z#0) et Voels, (1) =k=1=1=lecus
‘ Ue contient ses inverses‘
Note: l’ensemble U, des racines n®™° de I'unité est un sous-groupe du groupe
multiplicatif .
3.u=1+j et U:{uk — keZ} (k € Z est possible car 1+ j # 0)
(a) Comme 1+ j = —j%, nous avons ub = j12=1=u".
Ainsi, pour tout entier relatif mn, la division euclidienne

n=6k+r 0<r<5 montreque u" = (u8)Fu" =1Fu" =u" € {uo, ul, u?,
De plus, {uo, ul, u?, ud, ut, u5} =Ug est constitué de 6 éléments
différents.

C’est une équation du second degré en a qui doit avoir une racine entiére
d’ou :
— A=0"—-4(b?-1)>03b2 <4 be {-1,0,1}
— L’étude des trois cas donne alors :

(b est entier)

—b = -1 > +a = 0 = a € {—1,0} soit
z2=-1—-j=3%2 ou z2=—j

— b=0: a2—1:0$a€{—1,1} soit z=-1 ou z=1

— b=1: aQ—a:O:aE{O,l} soit z=3j ou z2=1+7j=—52

Les seules valeurs possibles pour z sont les éléments de Ug donc H C Uy .
(voir 2)
nous pouvons en déduire que

Comme les éléments de Ug sont inversibles dans U, donc dans A

‘ z € A estinversible dans A & z € H =Ug ‘

u? | ub., Wepherche des diviseurs de w=1—j.
(a) Soit a,b€Z et z=a+bj.Nousavons N(z) =3« a%2—ab+b%2-3=0

On reprend le raisonnement de la question précédente, ce qui donne :
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— A=0"-4(?-3)>20b? <4< be {-2,-1,0,1,2}
— L’étude des différents cas donne alors :

(b est entier)

—b=-2: a*+2a+1=0=a=-1 soit z=-1-2j

—b = -1 a®>+a—-2 =0 = a € {-21} soit
z=—-2—j ou z=1—3j

— b=0: a?-3=0 quin’apas de solutions entieres

—b =1 : a>—a-2 = 0 = a € {-1,2} soit
z=—14j5 ou z2=2+4

—b=2: a’*-2a+1=0=a=1 wsoit z2=1+2j

Nr)=3®z:eD={-2—j,-1-2j,,-1+j,1—j,14+2j,2+j}

(b) D’apres 4-b, z divise w = N(z) divise N(w)=3 = N(z) =1ou N(z)=3.
— N(z) =1% z € Ug (voir 5-b).
Tous ces éléments z conviennent puisqu’ils sont inversibles dans Uy :
w:zx(fw ol leA
— N(z) =3 est &tudié ci-desstis (6-a).
Il suffit de vérifier que ces éléments divisent € en calculant les quotients :

(produit de deux éléments de A)

w oo 1—3j B 1—3 et S
2= Dk (+7) (1+))(+j) 1+j '
Les cinq autres quotients donnent les cing autres éléments de g qui sont
dans A.

‘ Les diviseurs de w sont les éléments de Ug U D

Note : les éléments de D et de Ug sont associés par paires (de produit
w) :

w=(=1+7)(=1)

w=(-2-j)() w=(=1-25)0+))
w= w= w=(2+7)(=j)

(1=5 ) (1+25) (=1-1)

7. Puisque w € A qui est stable pour le produit, il lest clair que I =w A C A.
Montrons que I est un sous-groupe de A :

— I # @ par exemple, il contient le produit w w

— I est stable pour 'addition : la somme de deux éléments de I est de la forme
Aw+ N w=A+X)w ot AN ed=A+Ned.

— I contient ses opposés puisque —(Aw) =(-A)w ot AeA = -AeA

‘ I =wA est un sous-groupe du groupe abélien A ‘

Montrons que ZNI C3Z : si l'entier n appartient a I, alors
IXeA, n=Aw donc w divise n. Mais alors N(w) divise N(n), c’est-a-dire
que 3 divise n? dans N, donc 3 divise n (puisque 3 est un nombre premier). n
est bien multiple de 3.

Réciproquement, puisque N(w)=3 g%écrit ww =3, tout élément
n=3k€3Z sécrit n=wwk ot wke A (produit de deux éléments de A),

donc nel. ZNI1 =37

8. Nous avons vu que les diviseurs de w sont :

— les éléments r de Ug qui sont inversibles
— les éléments d de D qui sont de la forme d = %
d=Aw ou A= % € Ug est bien inversible.

ou r € Ug . On en déduit que

Les diviseurs de w sont de la forme A ou Aw, avec Ainversible w est premier




