MPSI Devoir Maison- Eléments de correction

2023-2024

Devoir Maison 18 - Eléments de Correction

Exercice 1
1. Des intégrations par parties (les fonctions sont bien de classe C') donnent rapide-
ment

| fi(z) = ch(x) —sh(z) et fo(x) = =3 ch(x) + (2 +3) sh(z) |

fn 1( ) - %Efn—Z(t):
= [t? fu- (t)]g—/ 2t fu_a(t)dt  (u, fu_1 €CY)
0

2. En remarquant que, pour n > 2,

/0 L tha(t) d

=u® =f )
Vn>2 VazeR, [t fuo(t)dt=2a?fr1(z)—2fu(z)

nous pouvons écrire :

soit enfin

3. La question -1- amorce une récurrence puisque nous avons
fa(z) = =3 (z ch(z) —sh(z)) + 2° sh(z) = =3 fi(z) + 2° fo(z)
Etudions 'hérédité :  pour n > 2, si fo(z) = —(2n — 1) fa_q () + 22 fn_o(z),
alors :

Foa() = /Omtfn(t)dtz—(Qn—l) /Oxtfn_l(t)dt+/Omt3fn_2(t)dt

= —@2n—1) fu(@) +2* fa1(z) = 2fn(2)
= —@2n+1) fu(z) + 22 fu1(x) c.q.f.d.
4. La question -1- confirme que, pour n = 0,1 et 2, f,(x) est bien de la forme
fu(x) = (Qnsh—P,ch) (z). Confirmons ceci par récurrence :  Vn > 2
for1(z) = —2n+1) fulz) + z? fn-1()

= —(2n+1) (Qnsh—P,ch) (z) +2? (Qn_1sh—P,_; ch) (z)

Qo) a4 1) () 2 O le)
n x) = n+ n +$ n—1 ~
{ +1 = (2t )P )+$ Py (@) sont des polynomes.
CONCLUSION
VneN, VazeR, fa(z) = Qn(2)s (w)—Pn(w) ( )
Qui1(r) = =21 +1) Qu(x) + 2° Qp—1(2)
Poyi(x) = —(2n+ 1) Po(z) + 2° Pyoa (2)

5. Nous avons déja f1(z) et fa(x), donc Q1, P1,Q2, P>. Les formules précédentes

Qi(z)=-1 Pi(x) =—x

Qa(x) =22 +3 Py(z) =3z
Qs3(z) = —62% — 15 Ps(z) = —23 — 15
Qa(z) = 2* + 4522 + 105 Py(x) = 102> + 105

fournissent les polynémes suivants :

6. (a) En posant S, = (—1)"Qy, la formule de récurrence devient
Vnz1, Spi(z)=2n+1)S.(z)+22S,_1(x),
soit encore ‘V n>=2 VzeR, S,(z)=02n-1)S,_1(x)+ 2285, 2() ‘

(b) Ce résultat est valable pour z = 0.

La suite (5,(0)) Vériﬁe o VYnz2, S,(0)=02n-1)S5,-1(0)

51(0) = Qa1 (0) =
52(0)2351( )—3)(1
53(0)2552(0)—5X3><1
Une récurrence évidente donne [ S,(0) =1Xx3x5x---x (2n—1) = 52”72:

(¢) S1,89,S53, 54 sont des polynémes pairs & coefficients entiers naturels.
La formule de récurrence du -6-b- montre que cette propriété est héréditaire.

CONCLUSION ‘ S, est un polynome pair a coefficients dans N‘

(d) S, étant pair & coefficients positifs, il est clair que le minimum de S, (z) est

obtenu pour x = 0. Le minimum de S, est S,(0) = éznnz:
7. La fonction fo = sh est croissante donc : V2 >0, 0< fo(z) < 2 sh(x).
Confirmons cet encadrement par récurrence : si  V z > 0, < falz) <

2n
57 sh(z)
alors Vite[0,z], 0<tfu(t

2n+1
) t
en intégrant entre 0 et x (avec 0

< Giyr sh(t) <
< ), il vient :

sh(x) $2n+1
2n n!

0 < fn+1(1’) dt < 82};(;33 A t2n+1 Sh(t) dt _ Sh(.’b) [ﬁ}x

VneN, Vz=0 %sh(x)

ce qui confirme I'hérédité.

8 I est clair que Vv n € N, f, est une fonction impaire (c’est vrai

pour fo, f1, fo et T’hérédité est immédiate). le résultat précédent s’écrit
271

VazeR, \fn \ < S ysh x)|. Comme f,(x) = Qn(x) ch(z) (th(x) - falg) )

2n
il vient 2nn, |ch |’sh |fn < ‘2"}17‘ ’Sh |
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LR P, (x) |.T o ‘ |2n+1
d’ou th(z) — 3555 | < @ |th(z)]- CONCLUSION VneN, VzeR, |th(z)- 517((2)) < o

La concavité de la fonction ” th” montre que ’th(x)’ < ‘x’




