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Exercice 1
1. VU = (z,y,2) € ENV = (2',y,2') € E,Y(\, n) € R,

FOU + p) = fOx + pa’, \y + py', Az + p2’)
= Az + px', 20z + 2ux’ + 3y + 3uy’ — 20z — 2u2,
AT + Apx’ + Ay + 4y’ — 3Nz — 3uz2’)
= Xz, 22 + 3y — 22,42 + 4y — 32) + p(a’, 22" + 3y — 22/, 42" + 4y
= M (W) + pf (V)

Conclusion : ‘ f est une application linéaire ‘

De plus V(z,y,2) € R3, f(z,y,2) € R donc | f € L(R?)
z=0 z=0

2. 7:(x,y,z) 6Kerf<:>f(7) :6><:> 20+3y—22=0 < (3y—22=0 <
dr +4y —32 =0 dy—-32=10

rz=0
y=0
z=0

| Ker f = {(0,0,0)}]

Im f ={(z,20+ 3y — 2z,4x + 4y — 3z),z € R,y € R, z € R},
Im f = Vect((1,2,4), (0,3,4), (0, —2, —3)) et la famille ((1,2,4), (0,3, 4), (0, —2, —3))
est libre car

v()\la )\27 >\3) € R3a )‘1(17 2, 4) + )‘2(07 3, 4) + )‘3(07 -2, _3) = (Oa 0, 0)

A =0 A =0
=20 +30 —2X3=0=<¢ =0
4N +4X — 323 =0 A3 =0

alors on peut écrire ’ Im f = Vect((1,2,4),(0,3,4),(0,-2,-3)) = R3 ‘

3. Puisque le noyau de f est réduit au vecteur nul, on en déduit que f est injective.
Puisque Im (f) = R? on en déduit que f est surjective. Conclusion : f est bijective.

dx 4+ 42z + 3y — 2z) — 3(4x + 4y — 32))
= (r,y,2)

r=x
20 +3y—2z=y<x+y—2=0
dr +4y -3z ==z
donc ‘ Ker (f —Idg) = {(z,y,z +y),x € R,y € R} = Vect((1,0,1),(0,1,1)) ‘
Sachant que la famille ((1,0,1),(0,1,1)) est libre elle forme donc une base de
20 +3y — 2z = —y &

Ker(f 7IdE)
dr+4y —3z2=—= {

donc | Ker (f + Id) = {(0,4,2y),y € R} = Vect((0,1,2))

Sachant que la famille ((0,1,2)) est libre elle forme donc une base de Ker (f +
Idg).

f est une symétrie par rapport a Ker (f — Idg) = Vect((1,0,1),(0,1,1))
suivant la direction Ker (f + Idg)f = Vect((0,1,2))

5. u=(z,y,2) € Ker (f — Idg) <

" —32) rT=-T _
u=(z,y,2) € Ker (f + Idg) & % —2=0

Exercice 2 1
VreR, (p(P))(x)= /0 Pz + t)dt

1. (a) Soient o € R et P et @ deux éléments de E.

daP + Q@ = [(@P+ @@ na= [
Oz/olP(x—l—t)dt—i-/OlQ(x—i—t)dt

On a donc bien , p(aP + Q) = ap(P) + ¢(Q) et

(b) @ (o) () /Oeo(x—i—t)dt:/o 1dt =1

o (1) (2) /Olel(m+t)dt:/Ol(x—i—t)dt:/olxdt—l—/oltdt: [m}:

1(aP(:c +t)+ Qx + t))dt

1

0

1 1
/ (x 4 t)%dt = / 2 4 2xt + t3dt
0 0

—P s
B 3

ittt + =
L 3 1t=0

1
Par conséquent : —eg+e1+ e .

fof=1Idg et f € L(F) alors f est une symétrie.

1
@ (e0) = ep, p(e1) = 560 +eret p(e) = 3
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e hérédité : En supposant P(n) vraie, calculons ATl = AA" =
(c) Montrons que ¢ est & valeurs dans E. Soit P = aeg + Be; + yes un polynA ‘me L 1/2 1/3 1L n/2 wuy,
de E. 0 1 1 1.0 1 n
La linéarité de ¢ montre que ¢(P) = ap(eg) + Bep(er) + ye(ez). 0 0 1 0o 0 1
Or ,comme on l'a vu au (b) :p(eg) = eg € E, p(e1) = —eg+ €1 € E et 1L 545 unt+5+3
1 2 On obtient alors , A"l = 0 1 n =
ples) = geo 4+ e + ey € E et E est stable par combinaison linéaire , donc 0 0 1
n+tl
o (P) € E. é 2t
n
 est linéaire et a valeurs dans E, donc ¢ est un endomorphisme de E. 0 0 1
n 1
2. (a) D’apres les résultats du 1.(b), la matrice A de ¢ dans la base (eg, €1, e2) est : AVeC Unt1 = Un + 5 + 3= Unty (3n+2).
L1 e conclusion : Pour tout entier naturel n , il existe un réel u, tel que
1 5 3 1 n/2 wu,
A=10 1 1 Ar=10 1
0 0 1 0 0 1
1
(b) La matrice A de ¢ dans la base (eg,e1,e2) est triangulaire avec 3 pivots non avec ug = 0 et upy1 = un + 6 (3n+2).

nuls , elle est donc inversible et ¢ est bijectif . ¢ est un automorphisme de FE.
(endomorphisme bijectif de E).

(b) Puisque ug = 0 ,on a up = (tp, — Up—1) + (Up—1 — Upn—2) + ... + (U1 —ug) =
k=n—1

Z (uk+1 — Uk).

3. Les commandes Scilab suivantes affichent la matrice A™ pour une valeur de n =0

entrée par l'utilisateur : 1
P Or (urs1 —up) = 7 (3K +2),
n=input(’entrer une valeur pour n:’)

A=[1,1/2,1/3;0,1,1;0,0,1] k:n—ll 1k=n—1 1k:n—l 1k=n—1
disp(A°n) donc u, = Z 6(3k+2) =3 (Sk)+6 2 = 3 Z k+
k=0 k=0 k=0 k=0
1 n/2 wu, | F=nol
4. (a) Démontrons la propriété P(n) : A" = ({0 1 n | par récurrence : z 1.
0 0 1 3 =
1 0/2 uo
e initialisation : Pour n =0,onabien A°=7T=(0 1 0 | avecug=0. ) 1n—1n n 1 n—1 n(3n+1)
0 0 1 Etpourﬁnlr.un—22+3—n<3+ 1 )— B .
1 1/2 w
Un peu de rab : Pour n = 1, on a hien A' = A = [0 1 1 | avec 1 /2 n(3n +1)
1 0 0 1 (c) Pour tout entier naturel n: | A" = | o 1n2
=3 0 0 1




