MPSI

Devoir Maison- Eléments de correction

2025-2026

Devoir Maison 17 - Eléments de Correction

Exercice 1

Partie 0 : étude d’un premier exemple dans R.

On prend ici F = R et A =]0,1[. Soit a €]0,1[, comme 0 < a < 1, on a
h = min(%,lga) > 0. Ainsi a + h < a—+—1_7‘1 = % < 1l car a < 1. Et
a—hZa—%:%>0.

Donc0 <a—h<a<a+h<1leti(a—h+a+h)=aaveca—h+#a.

Finalement a n’est pas un point extremal de ]0, 1.

2. On considére maintenant £ = R et A = [0, 1]. La question précédente montre avec
de mineures adaptations qu’aucun point de ]0, 1] n’est extremal de [0, 1].

Montrons que 0 est extremal de A. Supposons qu'il existe x,y dans [0, 1] tel que
%(m + y) = 0. Or une somme de réels positifs est nulle si et seulement si tous les
termes sont nuls donc ici x = y = 0. Ainsi 0 est extrémal de A.

Montrons que 1 est extremal de A. Supposons qu’il existe x, y dans [0, 1] tel que
$@+y) =1Siz<lalorsaz+y < 2cary < 1. Clest absurde donc x = 1 et
y=2—x=1. Ainsi 1 est extrémal de A.

Partie 1 : étude d’un second exemple dans M>(R).
. , o 1—«
Dans cette partie, on note As 'ensemble { M, = 1— o o € M3(R) , a €]
et J la matrice <(1) (1)) Par ailleurs, Iy désigne la matrice identité de M3(R).
3.(a) On a
1
A, = 1f‘a *) € Mu(R), a€0,1]

1 0 0 1

o0 90w 1) acnn)

{alb+(1—-a)J, ac|0,1]}

On voit alors que A, est un paramétrage du segment d’extrémités I> et J dans
M (R).
(b) Soient (v, 8) € [0,1]% et (M, Mg) € Ay. Par calcul simple, on voit que

3 0o+ M) = Sat At + (1= S0+ 5) 1

)1}

Comme (a,B3) € [0,1]%, on a 3(a + B) € [0,1] ainsi & (M, + Mp)
M} (atp) € Az-
o l-«o
l-«a

(¢c) Soit a € [0,1], (

) est inversible si et seulement si o — (1 —«)? # 0

[0

si et seulement si 2a — 1 # 0 si et seulement si «a # % Si c’est le cas alors
( 200—1
1 _ (0]

L5 =0 )
7 €[0,1].

Voyons pour quelles valeurs de o, on a %
Si % <a<lyjalorsa—1<0donc0<2a—1=a+a—1< «, on divise
——

_
2a—1
a
2a0—1

a—1
«

«
a—1

1
M= =
@ 200 — 1

20

<0
par?a—l>0€t1<ﬁ.DoncMa_l¢A2.

[0}

Si0<a<i, alors2a—1<0donc 525 <0et My' ¢ As.
Si a =0, alors My = I inversible d’inverse I € As,.

Si a =1, alors M7 = J inversible d’inverse J € As.
Bilan : M, est inversible avec M ' € Aj si et seulement si a = 0 ou o = 0.

4. Points extrémaux de As.
(a) On peut remarquer que, pour tout a € [0, 1], on a
M,=Lh<+=a=1letl—a=0<a=1.

Par conséquent, pour tout 3 € [0,1], on a, en exploitant la question 2,
1
5 (Ma + M[—}) = ,[2 = M%(orl»ﬁ) = IQ

<:>1
2

(a+ﬁ):1<§>azﬁzl<:>Ma:M5:IQ.
De méme on peut remarquer que, pour tout a € [0, 1], on a
M,=J<—a=0etl—a=1<— a=0.

Par conséquent, pour tout 8 € [0,1], on a, en exploitant la question 2,

1
5 (Ma+Mg) =J = Myarp =J
1
<:>§(a+ﬁ):0<?a:ﬁ:0<:>Ma:M5:J.

Bilan : I et J sont des points extrémaux de As.
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(b) Soit a €]0,3]. On a 2a €]0,1]. Avec la question (3b), 1 (Maq +J) =
3 (Moo + My) = M3 2010y = Ma-
Comme « # 0, on a J = My # M donc M, n’est pas extrémal.
(c) Soit a € [§,1[, alors 2 — 1 € [0,1 et 3 (Maq—1 + I2) = § (Maa—1 + M) =
M%(?a-‘ro) = MO('
On a a # 1, donc I # M,,.
Bilan : M, n’est pas extrémal.

5. Réduction simultanée des matrices de As.

(a) Vérification calculatoire :

poue oo 01,0, (1) = (1) B a1, (1) = a1 (1)

(b) D’apres les calculs précédents et par le principe de changement de base,

P = G 11) € GLy(R) est telle que, pour tout a de [0, 1],
0 2a—-1

(¢) Soit o dans ]0,1]. On note u, 'endomorphisme de R? représenté par la matrice
M, dans la base canonique de R2.

P~'M,P = D,, avec D, = (1 0 ) .

On sait que uq est un projecteur de R? si et seulement si g 0 Uq = Uq Si €t
seulement si M2 = M,
On voit que J2 =J =J x Iy = I, x I donc

M2 =M, < (alb+(1—a)))? =aly+ (1 —a)J
= ’L+2a(l—a)J+(1—-a)*J?* =al, + (1 —a)J
= (@®+1-2a+a*) L +2a(l —a)] =al, + (1 —a)J
= (@®+1-3a+a®)r+ (2a—1)(1—a)J = (0).
= (2a+1)(1 - a)lz + (2a — 1)(1 — a)J = (0).

Comme (I, J) est libre on a
9 1
M;=My<= 2a—1)(1—a)=0<=ac 5,1 .

Pour a = 1, on a u, = Idg2 de noyau {(0,0)} et d’image R2.
a

Pour o = 3, on a uy : (a,b) — (b, atb) de noyau Vect((1, —1)) et d’image

Vect((1,1)). N

Partie 2 : Points extrémaux et diameétre d’une partie bornée d’un espace euc

6. A est non vide donc on peut choisir un « dans A et le nombre ||u — u|| est dans
Pensemble { |lv —w| , (v,w) € A% } donc il est une partie non vide de R.
Pour tout v,w dans A, ||[v —w| < ||v|| + ||w|| < 2R par inégalité triangulaire
donc I'ensemble { [[v —wl| , (v,w) € A? } est majoré par 2R.

d
7. On consideére donc (c,d) € A% tels que C—; =a

(a) [la—b] = [|<52 —b|| = || =252 < 5 (lle—bl| + ||d — b]|) par inégalité trian-
gulaire.
Par définition du diametre, on peut dire que ||jc —b|| < §(A4) = |la — b|| et
Ild —0b]| < 6(A) = |l —b|l. On somme ces inégalités et on divise par 2 pour
obtenir & (|lc—b[| + [|d —b]) < |la —b]|.

De sorte que, par double inégalité, |la —b|| = 5 ([lc—b| + [[d —b] ).
Si 6(A) = |la—10b|| = 0, alors A ne contient qu'un seul élément et il est
extrémal dans A.

Si §(A) = ||la —b|| > 0, alors on peut diviser par ||a — b|| ainsi

1 (ICbII n db|> _1
2 \lla=0f "~ [la—20
Par définition 0 < H <let0< HZ:Z” < 1, on sait que 1 est extrémal dans
lle=bll _ lld=bll _
[0,1] donc Ta=bll = Tla=ll = 1.

Bilan :
(b) On calcule
lle = al* + lla = b]* + 2 (¢ — a,a — b)
= [lel* =2 (e, a)+la]|*+l|al* ~2 (b, a)+ [[Bl|* ~2 |al* +2 (¢, a) —2 (¢, b) +2 {a,b) =
el =2 (¢, b) + [|b]”
= [le — bIJ*.

lle = bl = lld = bl = lla = b]| = 6(A).

Comme ¢ —b|| = [la — b]|, on peut les retirer simultanément et ||c — al|® +
2(c—a,a—b) =0donc |jc—al|* = -2 (c —a,a —b).

(c) Les variables ¢ et d jouent des roles symétriques donc ||d—al® =
—2{(d —a,a — ).
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(d) Comme ¢+ d =2a,onac—a=a—ddonc ||d—a|’ = |lc—a” et 8. Premieres propriétés de A,,.
. . . 1 . 1 .
(d—a,a—b) = (c—a,a—b) (a) Soit (M,M’) dans A2. Soit i € [1,n],sp (3(M +M'),i) = $sp(M,i) +

donc (d —a,a —b) — (c—a,a—b) =0
donc {d—a—(c—a),a—b)y=0et (d—c,a—b) =0
Bilan : ¢ — d et a — b sont orthogonaux.
(e) ¢—d et a— b sont orthogonaux donc %(c — d) et b — a sont orthogonaux. On
peut appliquer le théoreme de Pythagore et

2 2

s

1
+|b—al® = Hz(cd)aer

2

1
= 5(2a—d—d)—a+b

=cC

=lla—d—a+b*=[b—d|* < 6(4)°

car b et d sont dans A.

D’autre part H%(c—d)“2 > 0 donc §(A)? I c—d)H2 + 5(A)? =
|3(c— d)||2 + b —al®> < 6(A)? donc H%(c— d)“2 =0 et ¢c = d. On en déduit
a=c=d.

IN

Bilan : a est extrémal dans A.

Remarque : de fagon intuitive, s’il existe ¢ — d orthogonal a b — a, alors on
pourra trouver un vecteur v dans A tel que ||[b—v| > ||b—a| = 6(A) ce qui
est contradictoire avec la notion de diametre. En ce sens a est un point sur le
“bord” de A ce qui permet & ||b — a|| d’étre maximal.

Partie 3 : Etude de ’ensemble des matrices bistochastiques.

g mi g,

Pour alléger I’écriture, on pose, pour tout M € E,i € [1,n], sy (M, 1)

la somme des termes de la ¢ ligne de M.
n

= E m; j, la somme des termes de la 7°
i=1

Et, pour tout j € [1,n],sc(M,J)

colonne de M.
Enfin on écrira (M); ; pour désigner le coefficient en ligne ¢ et colonne j de M.

%SL(M/ i) = %—i—% = 1 et, pour tout j € [1,n],sc (%(M—&-M’),j) =
SC(M j)+ SC(Mlvj) 2 +3 P =1
De plus sL(M,z) Sc(M,i)=1et sc(*M,i) =
Bilan : 3(M + M') € A, et M € A,.

Sp(M,i) = 1.

(b) Soit M € A,,. Soit i € [1,n], le produit M.X, est un vecteur colonne dont le i€
terme est sy (M, ) car on multiplie la ¢ ligne de M par une colonne de 1. Donc
(M.Xy); vaut 1.

Bilan : M. Xy = Xo.

(¢) Réciproquement, soit M une matrice de E dont tous les coefficients sont posi-
tifs, et vérifiant :

M.XO = XO et tM.XO

(]\4)(0)Z =1let
Sc(M,i) = SL(tM,i) = (75]\4)(())Z =
Bilan : M € A,,.

(d) Soit (M, M’) dans A2. Soit (i, ) € [1,n]?,

= Xp. Alors pour tout ¢ € [1,n], on a sp(M,i) =

WMm:éwmm%ﬁ

donc sy (MM’ i) = i(MM) ‘Z?i( M)i

inversion des ) possible car les indices sont indépendants avec un nombre fini de termes

= Zn: (M)i,kSL(M/,k') = 2": (M)iyk =1.
k=1 T k=1

De méme sc(MM',j) =

NgE

S
Il
-
=~
Il
_

INgE

(MM')i; = (M)ip (M) =

i=1

S (MY)s 3 (M)

k=1 i=1

= (M3 K) = 3 (M

N—— k=1
=1

V=1

Bilan : M.M' € A,,.

9. Endomorphismes et matrices de permutation.
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On note S, 'ensemble des permutations de [1,n], c’est & dire ’ensemble des bijec-
tions de [1,n] sur lui méme. On rappelle que le cardinal de S, est n!.

Soit o € S,,. On note f, 'endomorphisme de R™ tel que:  Vj € [1,n], fo(e;) =

€o(5)-

On note M, la matrice de f, dans la base canonique By. On dit que M, est la
matrice de permutation associée a o.

(a) Sio est I'identité de [1,n], alors Vj € [1,n], fo(ej) = e;) = €j donc fo = Idrn
car f, et Idg» coincident sur une base de R" et M, = I,.

(b) Si ¢ est une permutation de [1,n], alors, pour tout j € [1,n], fo(e;) = es(j
donc dans la j¢ colonne de M, il y n — 1 termes nuls et un terme égal a 1 qui
est sur la ligne o(j). Donc s¢(M,,j) = 1.

Soit i € [1,n], comme o est une permutation de S, il existe un seul k € S,
tel que o(k) = i donc la ligne ¢ de M, contient n — 1 termes nuls et un terme
égal & 1 qui est sur la colonne k. Donc sy, (M,,i) = 1.

On remarque aussi que tous les coefficients de M, sont positifs car ils valent
1 ou 0.

Bilan : M, € A,,.

Ce qui précede permet de dire que, pour tout (4,5) € [1,n]?, (My);; =1 si
et seulement si f,(e;) = e,(;) = ¢e; si et seulement si o(j) = 1.
Donc (*M,);; =1 si et seulement si (M,); ; = 1 si et seulement si o(j) =i
si et seulement si o1 (i) = j.
Or (M;1);: = 1si et seulement si f,—1(e;) = €,-1(;) = €; si et seulement si
o i) =j.
On voit que ‘M, et M ! ont des 1 sur les mémes positions et des 0 sur les
mémes positions donc elles sont égales.
Bilan : *M, = M, 1.
(C) Soit (Ja OJ) € Srzw soit 7 € [[Ln]]v fa Ofa’(ei) = fa(eo/(i)) = €5(0’(i)) = €ooo’(i)) =
faoa’ (61)
Donc f, o for et froor coincident sur une base de R™ donc sont égaux.
Par conséquent fs o fo-1 = fro5-1 = flap, ) = Idrr de méme fo-10 fo =
fa'*loa' = fld[[lvn]] = IdR”
Par traduction matricielle dans la base canonique on a M, inversible et
M;l =M -1.
(d) On vient de montrer que, pour tout o € S,, M, est inversible et M, ! =
M, 1+ =t M,. Donc M, est orthogonale.

(e) On a vu que les matrices M, présentant sur chaque ligne et sur chaque colonne
un 1 et n — 1 fois 0.

Réciproquement soit M une matrice d’ordre n présentant sur chaque ligne
et sur chaque colonne un 1 et n — 1 fois 0. Soit j € [1,n], on note n; la ligne
ou se trouve 'unique 1 dans la colonne j de M. On a bien sir n; € [1,n]. On
peut définir alors la fonction u telle que, pour tout j € [1,n],u(j) = n,.

Si u(j) = u(i), il y a un 1 sur la ligne u(j) et sur les colonnes i et j, par
définition de M cela implique ¢ = j donc u est injective.

Comme il y a un 1 sur chaque ligne de M, on peut dire que u est surjective.

Donc u est une permutation de [1,n] et M = M,,.

Bilan : les matrices M, sont exactement les matrices présentant sur chaque
ligne et sur chaque colonne un 1 et n — 1 fois 0.

n
Par hypothese les coefficients de M sont positifs donc 0 < (M); ; < >~ (M), =
=1

n
1 en effet la somme ) (M) ; contient le terme (M); ; est les autres sont positifs.
k=1

Soit C,D dans A, telles que %(C + D) = M, alors pour tout (i,j) €
[1,n] 3(C + D);; = (My);; donc 3((C)i; + (D)ij) = (Ms);;. On sait que
(My);,; vaut 0 ou 1 et que les deux sont extrémaux dans [0,1] donc (C);,; =
(D)i; = (Ms)i;.

Par conséquent C' = D = M,.

Bilan : M, est un point extrémal de A,,.

1 1
11. Etude d’un projecteur : on note p = — Z fo et P=— Z M, .
n! og€eS nl o€S

(a) Soit 7 fixé dans S,,. L’application ¢, : 0 — Too est une bijection de S,, dans
1

lui méme car ’application 7 est bijective donc 'application ¢,-1 : 0 — 7 00
existe et elle vérifie

PrOPr=1 = Pror—1t = PId ) — lds, = ¢r-107 = Pr-1 0 7.
On utilise la linéarité de f. pour écrire

1 1 1 1
fToprO<n! Zfﬂ)m Z‘fTofU:E Z‘fﬂm:m Z.f:,aT(a)

oES, oES, oc€Sy €Sy
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or ¢, est une bijection de S,, dans lui méme donc {f,, (0)}ses, = {0}oes,

dot 3, fortr = X, fo

ocES, oESy
Bilan : f; op=p.
Pour montrer que p o p = p, on calcule

1 1 1 1
= | = [ - - | _
poz?—(n! > fa>0p—n! > foop=— > p=_yxnixp=p
oesS, ocES,

" oEeS,

car il y a n! termes dans l'indexation [0 € S,,].

Bilan : p est un projecteur de R"™.
Comme p est un projecteur, on sait que, pour tout z € R™, on a z € Im (p) <
x = p(x).

Ainsi soit € Im (p), alors, pour tout o € S, on a f,(z) = fr(p(x)) =
f» 0 p(x) = pla) = .

Réciproquement si, pour tout o € S,, on a f,(x) = z alors p(z) =

ni ng Zx:m.

o€S, " o€S,
Bilan : Im (p) ={z eR" /Vo €S, fo(z) =21}

Soit xyp = Z e, il est facile de voir que, pour tout o € S,
i=1

o (Z&) = fole) =D eoiy =D ei=w
i=1 i=1 i=1 i=1

en utilisant le fait que o est une bijection et donc {0 (i)}icp,ny = [1,7]. Cela
implique z¢ € Im (p).

Réciproquement soit x = Z a;e; € R" tel que, pour tout o € S,,, f,(z) = .

i=1
Soit ¢ et j distincts dans [1,n]. On considére la permutation o qui échange i et
j et laissent fixes les autres valeurs.
Cest-a-dire o(i) = j,0(j) =1, et, pour k # i,k # j,0(k) = k.

n

Onal=fo(v)—z=fo (ki akek) — > apey = Z ko (k Zi:

= k=1 k=1
— aj)ej + (aj — ei)ei =0.

Donc comme (e;, e;) est sous-famille d’une base elle est libre et a; = a; et
cela pour tout ,j donc x = ajzg.

On en déduit que Im (p) C Vect(xo).

a;ej; + aje; —ae; — aje; = (ai

Bilan : Im (p) =

(e) On a tP =t! (; Z M0> = % Z ‘M, Z M, =

o€Sy o€Sy, " 0ES,
1
— M, =P
D
oES,

Vect(zo)

car {0 }oes, = {0}oes, -

On en déduit que la matrice de p, dans une base orthonormée, est symétrique
donc p est un projecteur orthogonal.

On sait que les matrices M, ne contiennent que des 0 et des 1. On pose
M = Z M,. Soit (i,j) € [1,n]?, (M);; est le nombre de permutations de

og€Sn
[1,n] qui, & 4, associent j. Il y en a (n — 1)! c’est-a-dire le nombre de fagons de
permuter les entiers de [1,n] distincts de ¢. On en déduit que tous les coeffi-
cients de M valent (n — 1)!. Donc en divisant par n!, on voit que P a tous ses
coefficients égaux a %
(f) Les colonnes et lignes de P contiennent chacune n fois le terme * qui est positif

donc les sommes des termes valent 1 sur chaque ligne et colonne.

Bilan : P € A,,.

12. Diametre de A,,.

(a) Si M = (mi ;) )en.ngz et N = (nij) e, j)e[1,n)> sont deux matrices de £,
n n n
Te('M.N) =) ("M.N)i =) > (‘M)i;(N);,
i=1 i=1 j=1
= 2 2 (MilN)si = 33 it
i=1 j=1 i=1 j=1

(b) L’application (M,N) —— Tr(*M.N) est un produit scalaire sur F, c’est
un résultat classique du cours.

Si (M, N) sont dans E, on note (M|N) =

M|, = \/Tr (*M.M) la norme associée.
Z E( )i

.. Or dans la matrice M, il y an
i=1j=

Tr(*M.N) ce produit scalaire, et

(¢) Soit o € S,,. On a ||M,]|, =

coefficients valant 1, les autres sont nuls donc || My |, = v/n.
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(d)

Dans cette question seulement, on suppose que n = 2. Soit (a, 3) € [0,1]?
(M., Mg) € A}. Par définition
_ _ a—pF8 —a+p 2 _
| Mo MﬁlQ_H(—a—l—ﬂ Q_B>H =2la — .

Or0<a<let—-1<pg<0donc—-1<a—p<1donc|a—p|<1etpour
a=1,=0o0nala—[=1.

Bilan : §(Ag) = 2.
Soit n > 2. Soit M = (m; ;)i j)e[r.n)2 € An- On sait que les coefficients de M
sont positifs et que la somme des termes de chaque ligne vaut 1 donc tous les
coefficients sont dans [0, 1] donc, pour tout (i,7) € [1,n]* on a0 <m?,; <m;;

donc Z mg; < Z m; ; = 1. On en déduit que

15 =

DIIE

n
=1 j=1 =1
Bilan : ||MH§ <n.
On en déduit que

¥(M,N) € A2, |M = N[5 = | M[3+[|N[j3-2(M, N) < 2n—2(M, N) = 20—y
i=1

n n
Or > 5" mj,n;; > 0 car les coefficients de M et N sont positifs.
i=1j=1
Donc 0 < | M — NH% < 2n. On compose par la fonction racine carrée qui est
croissante sur R* et 0 < ||[M — N||, < v/2n sachant qu’une norme est positive.
Soit o € Sy, on définit 7 € S,, de la fagon suivante. Pour tout i € [1,n], si
o(i) < non pose 7(i) = o(i) + 1 € [2,n], et si o(¢) = n on pose 7(¢) = 1. Il est
clair que 7 a n images distinctes et que 7 est injectif donc 7 est dans S,,. On
remarque que, pour tout ¢ € [1,n], 7(4) ;é o(4).
n
On en déduit que (M,|M;) = > Z mjn;; = 0. En effet, pour tout
i=1j=1
(i,7) € [1,n]% mi n;; = 1 si et seulement si m;; = n;; = 1 car m; j,ni;
valent 1 ou 0.

Or m; ; =n;; = 1 si et seulement si ¢ = o(j) et ¢ = 7(j) ce qui est impos-
sible.
Bilan : (M, |M;) = 0.

(h) La question 12(f) assure que diametre de A,, est dominé par v/2n. Or il existe 7
et o dans S, tel que (M,|M;) = 0. On sait que M,, M, sont dans A,,, de sorte
que

| Mo — M'r||2 = HM0||2 + ||M'r||2 —2(M,|M;) = 2n.

Donc || M, — M,|| = v/2n, cela implique que le majorant v/2n est un maxi-
mum et que le diamétre de A,, est | M, — M, || = v/2n.

La partie IT assure alors que M, est un point extrémal de A,,. On peut faire
ce raisonnement pour tout o € S,.

Bilan : les matrices de permutation sont des points extrémaux de A,,.
13. Structure et dimension de F,.
(a) e F, CFE;

e la matrice nulle de F est dans F;,, qui n’est donc pas vide;
e soit A € R, (M,N) € F2, alors, pour tout i € [1,n],s(AM + N,i) =
Asp(M,i) 4+ sp(N,i) =0 et s¢(AM + N, i) = As¢(M, i) + sc(N,i) = 0.
Donc A\M + N € F,.
Bilan : F,, est un SEV de F.
(b) Soit ® F, — M, 1(R) qui & toute matrice M = (m; ;)@ j)eq,n)> de
F, associe la matrice ®(M) = (m; ;)@ j)e[1,n—1]2- L'action de & consiste a
supprimer la derniere ligne et la derniere colonne d’'une matrice d’ordre n, on
imji jiobtient une matrice d’ordre n — 1.

=1
’ Soit A € R, (M, N) € F2,

D (AM + N) =@ (Amij) ez + (i) anenngz) = P (Mg +n6j) 65 etng?)

= (Ami 15 5) (6, j)e[n—1]2 = MM )G enn—112+Mig) e n—1]2 = A@(M)+S(N

Donc ® € L(F,,, M,_1(R)).

Montrons que ® est injective. Soit M € Ker(®), comme ®(M) = (0) alors,
pour tout i € [1,n — 1], la ¢ ligne de M contient n — 1 termes nul donc le
n® terme est nul aussi car la somme vaut 0. Il en va de méme pour les (n — 1)
premiéres colonnes, il reste le terme en position (n,n) qui vaut 0 car tous les
autres valent 0, finalement M est la matrice nulle d’ordre n.

Montrons que @ est surjective. Soit B = (b; ;) j)epr,n-1]> € Mn-1(R).

n—1 n
Pour tout i € [1,n — 1], on pose b;, = — Y b; ; de sorte que > b; ; =0
Jj=1 Jj=1

Pour tout j € [1,n — 1], on pose b, ; = —

n—1 n
> b;; de sorte que > b; ; = 0.
i=1 i=1
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n
Il reste & déterminer b, ,, et a vérifier que Y b;, =0 =
t .

n
by, ;-
1= j=1

n—1 n—1 n—1 n—1n—1
Pour cela on pose by, = — > by j=— > (— > bi,j) =3 > b,
Jj=1 i=1 j=11i=1

j=1 i

n—1 n—1 n—1

On vérifie que — Y bipn=— > | — > bij | =bun.
i=1 i=1 j=1

Ainsi la matrice (b ;)(,j)e[1,n]2 €st bien dans F), et elle est antécédent de B
par .

® est donc surjective.

Bilan : @ est un isomorphisme de F,, dans M,,_1(R) donc la dimension de
F, est celle de M,,_1(R) donc (n — 1)2.

14. On désire montrer que les matrices de permutation sont les seuls points extrémaux
de A,,.
On raisonne par récurrence sur n > 2. On note P(n) la proposition :

P(n) : Si M est un point extrémal de A,, alors M est une matrice de permu-

tation.

(a)

La question 4 montre que dans Ay seuls Iy et J sont extrémaux et ce sont les
seules matrices de permutation de Mo (R).

On considére un entier naturel n > 3 tel que P(n — 1) soit réalisé et on se
donne une matrice M € E
telle que M = (m; ;)i j)e[1,n])2 €St un point extrémal de A,,.

On suppose d’abord que la matrice M a au moins 2n coefficients non nuls :
il existe 2n couples (ix, ji)ke[1,2n] deux a deux distincts tels que my, j, est non
nul.

On pose alors H = Vect(E; ;. /k€[l,2n]) ou les matrices
(E;i ;) (ij)e[1,n]2 Sont les matrices ¢lémentaires de la base canonique de M, (R),
c’est-a-dire que F; ; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, & I’excep-
tion du coefficient d’indices (i, 7) qui vaut 1.

On sait que H et F,, sont des sous-espaces de M,,(R) donc
dim(H+F,) = dim(H) +dim(F,) —dim(HNF,) = (n—1)*+2n—dim(HNF,).

En effet H est de dimension 2n car il a une famille génératrice a 2n vecteurs
qui est libre car sous-famille d’une base.

Or H + F, C My,(R) donc dim(H + F,) < dim(M,(R)) = n? donc
dim(HNF,) > (n—-12+2n—-n?=1.

Bilan : HN F,, # {0g}.
On prend N non nul dans H N F,, et pour tout réel ¢, on note Q; = M + tN.
On peut remarquer que, pour tout ¢ € [1,n],s.(Q:) = sp(M + tN) =
sp(M) +tsp,(N) = 1+0 =1 car M est dans A, et N est dans F,. De
méme s¢(Q:) = sc(M +tN) =sc(M) +tse(N)=1+0=1.

Il reste & trouver € > 0 tel que Vt €] —¢€,¢€,Y(i, j) € [1,n]?, (Q¢):; > 0.

On pose K = {(ig, ji) € [1,n]? tel que k € [1,2n] et m;, j, # 0}. Comme
Pensemble {m;, j, }(i,.ju)ck €st non vide, fini et inclus dans R**, il a un mini-
mum que 1’on note m > 0.

On sait que N est dans H et qu’il est non nul donc il existe des scalaires
ai, as, ..., as, non tous nul tels que

2n
N =3 aEij.
k=1

On note r = max (lax|), ce r existe car I'ensemble est fini et » > 0 car il y
1<k<2n

a au moins un terme strictement positif.

On pose € = 2 > 0. Soit un réel ¢ €] — €, ¢, prenons (4, j) € [1,n]>.

Si (Qt)(i,j) =0 alors (Qt)(iJ) > 0.

Sinon soit (i, jx) € K, (Qt)(ik,jk) = (M)(ik,jk)+t(N)(ik7jk)7 comme t €]—¢, €,
on a |t| < 2, on multiplie par [(N) ¢, ;| > 0 ainsi [6(N)q, 0] < (V) (g e) |-

Or (N)(i,,j,) = ar donc @ <1 de sorte que [t(N), ;)| < m donc

—m < t(N)(imjk) < moet me, gy —mo< (M)(ik»jk) + t(N)(ika) =
(M) iy i) + -

Or m est le minimum de {m;, j, }iy.ju)ex donc 0 < mg, ;) —m.

Finalement pour tout t €] — €,¢, Q: € A,,.
En considérant t €] — €, e et t # 0, comme N # (0), on a Q: # M et Q_; # M,
de plus

S(@u+ Q)= (M 4N+ M —iN) =M

avec Q; € A,,Q_; € A,.
Donc M n’est pas extrémal dans A,,.

On aboutit a une contradiction.
On a donc prouvé que la matrice M a au plus 2n — 1 coefficients non nuls.
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(e) La somme des coefficients de chaque colonne de M vaut 1 donc il y a au moins
un terme non nul dans chaque colonne de M. Cela représente n termes. Il en
reste au plus n— 1 non nul, comme il y a n colonnes, il y a au moins une colonne
sans deuxiéme terme non nul.

Bilan : il existe une colonne de M n’ayant qu’un seul terme non nul, et que
ce terme vaut 1.
On note s I'indice d’'une telle colonne et r I'indice tel que m, s = 1.

(f) On sait que la somme des coefficients de la ligne r vaut 1 or m, s = 1 donc s'il y
a un autre terme non nul, il est forcément strictement positif et sy (M,r) > 1.
C’est absurde.

Bilan : la ligne d’indice r de M a tous ses coefficients nuls sauf m,. ;.
(g) On considere alors la matrice M’ obtenue & partir de M en lui enlevant la
colonne d’indice s et la ligne d’indice r.
On a M’ d’ordre n — 1.
Soit i € [1,n —1],4 < r, on a sp(M’, 1)
Soit i € [1,n
sp(M,i+1)=1.
Soit j € [I,n—1],j <s,onasc(M',j)=sc(M,j)+m,; =sc(M,j)=1.
Soit ¢ € [I,n —1],j > s, on a sa¢(M',j) = sc(M,j + 1) + my 11 =

=sp(M,i) +m; s =sp(M,i) = 1.
— 1,4 > r, on a sp(M',i) = sp(M,i + 1) + miy1s =

sc(M,j+1)=1.

Les coefficients de M’ clairement positifs donc M’ € A,,_;.

Montrons que M’ est un point extrémal de A,_1. On se donne C’, D’ dans
Ap_1 tels que 2(C"+D') =M.

On ajoute & C’ une colonne & la position 7 et une ligne & la position s en
décalant les colonnes d’indices r ou plus et les lignes d’indice s ou plus. Cette
colonne et cette ligne ne contiennent que des 0 sauf en position (r,s) ou le
coefficient vaut 1. On note C' cette matrice d’ordre n.

On fait la méme chose sur D’, on note D la nouvelle matrice. On vérifie faci-
lement que C et D sont dans A,,. Il suffit de reprendre la méthode du début de
cette question. Par somme on remarque que %(C + D) = M. Or, par hypothese,
M est extrémal dans A,, donc C = D = M. Donc C' = D' = M'.

Bilan : M’ est un point extrémal de A,,_;.

On a supposé que P(n — 1) est réalisé, comme M’ est un point extrémal de
A, _1, on peut dire que M’ est une matrice de permutation de A,,_1.

Donc M’ ne contient que des 0 et des 1 et en ajoutant la colonne et la ligne
pour reconstruire M, on voit que M ne contient que des 0 et des 1 et comme
M est dans A,,, on peut affirmer que M est une matrice de permutation de A,,.
Donc P(n) est réalisé. Cela termine la preuve par récurrence.



