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Devoir Maison 16 - Eléments de Correction

Exercice 1
Encadrement des racines de 1’équation caractéristique.

On considere la fonction polynomiale f de la variable réelle x définie par :

fx)=2%—qz—pq
1. A=q¢*>—4(—pq) = ¢®>+4pg,oup>0,g> 0= A > 0= f(z) = 0 possede deux

—VA A
racines réelles distinctes r; = g 2\/7,7"2 =9 +2\F (ri <re)=r1+re2=gq,
1 1
riry = 7 (¢ = A) = 7 (=4pg) = —pq .
2.
fA) = 1—q—pg=p—pg=p(l—q) =p°
f(=1) = 1+q—pg=1+q(1-p) =1+¢
f(0) —-pq
3. f(1) >0, f(—=1) >0, f(0) <0 et le tableau de signe de f(x) :
T —o0 -1 r1 0 To +1 +o0
f(z) + 0 — 0 +
= —-1<r<0<ry<l1
orry +re=qg=r1+7re >0donc ro > —ry ou|r| =—ry et |ra] =79

donc : ri| < |re| <1

Equivalent de a,, quand n tend vers I’infini.
1. ayp = P(Plpg) :p2
az = P(Ay) = P(F1P,P3) = qp?
ag = P(A3) = P(F1F>PsPy) + P(PLF2 P3Py) = ¢*p® + qp* = qp* (¢ + p) = qp®
2. Par la formule des probabilités totales avec le systéme complet {Fy, P} :

P(Apis) =P (AniaNF) + P (AN PY)

n>0=n+2>2 A, oNP=A2oNPNFycar Ay o NP NP =0
— Si on a obtenu pile au premier tirage et face au deuxieéme tirage alors il reste n

— Si on a obtenu face au premier tirage, alors il reste (n + 1)essais pour obtenir
An+1 donc JDF1 (An+2) = P(An+1)
donc, pour tout entier naturel n,

P (An+2)

P(Fy) x Pp, (Any2) + P(PL 0 Fy) X Ppiap, (Anse)
qan+1 + pgan

Unt2 — qant1 —Pqa, =0

=

3. La suite (a,),~, est une suite linéaire récurrente d’ordre 2 d’équation ca-
ractéristique :

flx)=0
donc il existe deux réels h et k tels que :

VneN a, =h(r)" +k(r)")

En particulier :ap =0 = h+ k=0 h = —k;a; = p*> = hr1 + kry = p?
p

donc h(ry — 1) =p? et h = =—k
rn —"T2
p?
donc : a, = [ry —r?],VneN
To —T1
2 2 n n
r r
4. Yn € N a, = -2 [rg—r’ll}:w(l—(l)),ml —| < 1 donc
o —T1 o —T1 T2 T2
r\" )" P2 (7"2)"
lim, 4o <> = O donc lim,, | (1 — () ) =let|a,limy ~
T2 ) To —T1
Expression de a, en fonction de n par une méthode matricielle.
On définit les matrices A et P par :
_f r1tre —rire [T T2
ainsi que les matrices unicolonnes X, par :
Pour tout entier naturel n: X, = ( aZH >
n
1. Pour tout entier naturel n :
AX, = q Pq Ap41 _ qan+1 + pgan _ An+2
1 0 an An+1 an+1

essais pour obtenir A, 2 donc Pp,np, (Ant2) = P(Ay)

donc Xnt1=4X,
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_ _ _ -1 _ -1 np—1 _
2. A—nrl = "2 "172 ) ot non inversible car la deuxiéme colonne de cette alorls colmme Xpp1 = AXy et A = PDP™, Xp = PDPTPD"P™ X, =
1 -7 PD*HpP-lX,
matrice Cy est colinéaire & la lere (Co = —ryCY).

Ce qui prouve I'hérédité de la relation et acheve sa preuve en vertu du principe

. . de récurrence.
) n’est pas inversible. (C’y = —ryC1)

6. D étant une matrice diagonale, pour tout entier naturel n :
3. Montrons que P est inversible a ’aide de la méthode du pivot :
n_( ()" 0
= (O
_ rror2 \ In 10 _
Po= (1 1)L2<O 1)_I

n o 2
wmcerrens () ) 7))
<7"1 T ) Ly (1 0 ) r2—" (TQ) ™

0 ro—rg Lo +— Ly —ri1Ls 1 —r 1 ( (=r1r] + rory) p? > _ P ( (=Pt rptt

T —Trire

De méme A — rol = < 1 i

) ) , on retrouve

ri # 0,r9 —1r1 # 0= P est inversible . _ T9 —T1 (=P +r8)p? To —T1 (=rf +ry)
1 (’/‘2 — 7‘1) 0 L1 “— (7“2 — 7“1) L1 — ’I“QLQ —Tr1 T1T2 ainsi p2
0 To —T1 Lo 1 -7 ap = [ry —r7],¥Vn € N
To —T1
ja 1 0\ Li<— Li/(ri(ro —71)) 1 -1 ro _p-1 .
= _ _ _ = ude du temps d’attente du premier double pile .
01) Loe—ILof(ra—m) |rmm—m\1 —m Etude du temps d’attente d ier double pil

On désigne par T I'application associant & toute suite de lancers successifs le numéro
4. Remarquons que le calcul de P~!A P n’est pas vraiment nécessaire puisqu’il suffit | du lancer ot pour la premiere fois on obtient un double pile.

de remarquer que : Ainsi, pour tout entier naturel n,
2 2
A() o (Y (Y ) < (0 ) (7 PIT=n+1]=a,
1 7"1 1 1 7"2 1
1.

Donc les colonnes de P sont en fait deux vecteurs de A associés respectivement +oo +oo
a chacune des deux valeurs propres r1 et o, donc P est la matrice de passage de la Z P[T=n+1] = Z an
base canonique de R? & la base de vecteurs propres qui diagonalise ’endomorphisme n=1 n=1
de R? associé & A donc par le théoréeme de changement de base : 5  +oo

= P Z[r"—r"} ot —1<r < 1
= 2 15 1 <rg<
p=piap=(" 0 (ER ot
o - 0 T2
1
done les 2 séries Y, 25 rl sont tes tell = | =
5. Démontrons par récurrence, que pour tout entier naturel n : one les 2 séries )~ 1i' sont convergentes telles que 3,2, 7; 1—r !
1,2
X, =PD"PlX, oo P2 1 1 p?
D P[T = 1] = — — _
one Zn:l [ n+ ] To —T1 1—7"2 1—7‘1 (1—7‘2) (1—7"1)

sin=0,X, =Xyet PD"P~'Xy, = PIP "X, =X, donc la relation est vraie 1 car
pour =0 f(1) =p? = (1 —ry) (1 —r1) (en utilisant la factorisation usuelle f(x)=a(x —

Supposons qu’au rang n, X,, = P D"P~1 X, z1)(z — x2))



