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Devoir Maison 15 - Eléments de Correction

Exercice 1

1. Soit P € Ry[X] de sorte que P(X) = aX?+bX +c ol a,b, c € R. Alors, pour tout
z €R* ona

L[ 1p 3 ¢ L b
== t2 + bt dt:f{— b— t} =224 -
Q(x) $/0 (at” 4+ bt + ¢) xa3+ 2+c 0= 3% +2x+c
et
Q(0) = P(0) = ¢
Donc

Vo e R, Q(z) = 2% + éaz +c,

ce qui prouve bien que

‘ Q est un polynome de degré inférieur ou égal a 2. ‘

2. Le résultat de la question précédente signifie que p(R2[X]) C Ry[X]. Reste donc
a démontrer la linéarité de . Soient \,u € R et P, P, € Ry[X]. On pose
Q1 = o(P1),Q2 = ¢(P) et Q = (AP, + pP,). Alors, pour tout © € R*, on
a

1 [* 1 [* 1 [*
Qz) = ;/ ()\Pl(t)+uP2(t))dt:)\§/ Pl(t)dH—uE/ Po(t)dt = AQ1 () +
0 0 0
pQ2(z)
et (AP + pf2)(0) = (AP +pP2)(0) = AP(0) + pnP(0) = Ap(P1)(0) +
1usp(P2)(0)

4. La matrice de la famille (Py, P;, P») dans la base canonique de Ro[X] est donnée
par

1 -1 1
A= -2 0 2
1 11
1 0 0 1 0 O
rg(4d) =rg| -2 -2 4| =rg| -2 -2 0] = 3 donc la famille (Py, Py, P»)
1 2 0 1 2 4

est génératrice de R3. Comme elle est constituée de 3 vecteurs de Ro[X] qui est de
dimension 3 alors c¢’est une base de Ra[X].

‘.7-" = (Py, P1, P») est une base de RQ[X].‘

Comme (cg, ¢1,c2) est la famille des composantes de P dans la base F, on a
VeeR,  Px)=co(z—1)2+eci(x—1)(z+1) + oz +1)2.
En évaluant cette relation en 1 et —1, on obtient
P(1)=4c; et P(=1) = 4c.
Par ailleurs, en dérivant, on a
Vz € R, P'(z) =2co(z — 1)+ er(z+ 1)+ e1(z — 1) + 2e5(z + 1),

ce qui donne, lorsqu’on fait x =1,

P'(1) = 2¢; + 4cs.

d’ott p(AP1+pPs) = Ap(Py)+pp(Ps). En conclusion, ‘ © est un endomorphisme d

GRQ[X]

b
3. On a vu que, si P(X) = aX?+bX +¢, alors p(P)(X) = Yxzy §X—|—c. 11 s’ensuit

3

que
1 2 1 2
P(X) = 5X et p(X7) = gX

et donc que

1 0 0
1
M= -
0 5 0
0 0
3

n en déduit que

Py _PO-PQ PO

4 2 4
5. On pose Qo = p(Py) Q1 =¢(P1) Q2= ()

Pour tout # € R*, on a Qo(z) = Lt -1)2dt = %[(t_;)g} = (x_;);ﬂ =
0

Co —

1
§x2—x—|—1,

donc, lorsque P = P, on obtient

— CL=—""—"—"—"T""""—"=—7» Co = =
3

Q-1 7
O T TR
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ce qui donne

7 1 1
P)=-Py— =P, +=-P,.
(o) 340 31+32

—~ xr
Pour tout # € R*, on a Q1(z) = 2 [F(t? —1)dt = %[% — } =3z? -1,
0
donc, lorsque P = P;, on obtient

— —
oy 1 Q) -a@®) 2 Gl L
0 4 6 ! 2 3 T 6
ce qui donne
1 2 1
P)=—FP+-P—=hs.
o(Pr) 6 0+3 1- 612

Pour tout z € R*, on a é)vg(x) = %fow(t +1)%dt = %[(t?)g]

0 3z
%xz +z+1,
donc, lorsque P = fj, on obtient
—~ —~ —~ —~
@) 1 @ @) -0 1 G0) 7
0 4 12 ! 2 3 g 4 12
ce qui donne
1 1 7
P)=—Py— =P+ —PFs.
P(P2) 1270 31+122
On en déduit que
o1
12 6 12 7 -2 1
1 2 1
M=1-= - —— |==1]1-4 8 —4 |
3 3 3 12
1 17 1 -2 7
12 6 12

Exercice 2
Partie A.

1. (a) f(0)= foo f(t)dt +e° =0+ 1 donc m

(b) La relation nous dit que la fonction f est la somme de z — e®, qui est bien
stir de classe C! sur R, et de I'application z — fow f(t)dt, qui est de classe C!
sur R en tant que primitive (qui s’annule en 0) de la fonction continue f. Les
théoremes généraux sur la dérivabilité nous permettent donc d’affirmer que

‘ f est de classe C! sur R. ‘

Remarque : A fortiori, f est dérivable sur R.

En dérivant la relation , on obtient

‘V.Z‘ER, f’(m)zf(x)—i—ex.‘

(¢) La question précédente nous dit que f est solution de 1’équation différentielle
y —y=e".
D’apres le cours, les solutions de I’équation homogene y' —y = 0 sont toutes
les fonctions de la forme

Vo € R, yn(x) = Ae” (A eR).

Selon la méthode de variation de la constante, on recherche une solution
particuliere y, de 'équation y’ — y = e” sous la forme Vz € R, y,(z) = A(z)e”
ol A est une fonction dérivable sur R. En reportant dans ’équation 3’ —y = e%,
on obtient Vz € R, N (z)e® = e*, ce qui donne V& € R, ' (z) = 1. On peut alors
prendre Vz € R, A(x) = x, ce qui nous donne la solution particuliére suivante :

x

vz € R, yp(x) =ze”.

Il s’ensuit que les solutions de I’équation 3’ —y = e® sont toutes les fonctions
de la forme

Vo € R, yx)=(A+z)e” (A €R).

La condition f(0) = 1 implique alors que f est la solution de ¢y’ —y = €”
pour laquelle (A 4+ 0) e = 1, c’est-a-dire A = 1, donc

‘VSEER, f(a:):(ler)em.‘

2. La question précédente nous dit que la seule solution possible de , qui est continue
sur R, est la fonction f définie par

Va € R, fl@)=(0+4+z)e".
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Or, pour tout € R, on a

/(1—|—t)etdt+ez = [(1+¢t)e } —/ e dt + e”
0 0

It

= (L+z)e"—1—[e']] +e”
(1—|—x)e —1—e"+1+4¢€"
(1+z)e”

ot I'intégration par parties de la premiere ligne est justifiée par le caractére C* sur
R des applications t — 1+t et t — e’. Donc f est bien solution de 1’équation.

Partie B.
1. (
(b)

En conclusion,

le probleme possede une unique solution continue
f:R — R définie par Vx € R, f(z) = (1+z)e”

= Jy F(#)dt +¢° =0+ 1 done | f(0) = 1.]

La fonctlon f étant continue sur R, le théoréme de Darboux (« Toute fonction
continue sur un intervalle admet une primitive de classe C! sur cet intervalle > )
nous dit que

‘ f admet une primitive F' (de classe C') sur R. ‘

La relation s’écrit alors

Vz € R,

Les résultats de la question précédente nous disent que f s’expriment comme
somme de composées de fonctions de classe C!, donc, d’aprés les théorémes
généraux de dérivabilité,

‘ f est de classe C! sur R. ‘

De plus, en dérivant la relation Vo € R, f(x)
obtient

= F(—z) — F(0) + €, on

’VxER, fl(x) = —f(—z) +¢*

—f(=0)+e’ = —1+1 =

En choisissant z = 0 dans cette formule, il vient f'(0) =
0, donc

7(0) = 0.

(d)

La relation Vo € R, f/'(z) = —f(—z) + e nous dit que f’ est la somme de
composées de fonctions de classe C!, donc, d’apres les théorémes généraux de
dérivabilité, f est de classe C! sur R, ce qui signifie que

‘ f est de classe C? sur R. ‘

De plus, en dérivant la relation Vo € R, f/(z) = —f(—z) + e*, on obtient
Yz eR,  f'(z) = f'(~2) + e,
La relation Vo € R, f'(z) = —f(—z) + e (démontrée a la question 2.a) J3])
implique que Vo € R, f'(—z) = —f(x) + e~*. En combinant ce résultat avec

celui de la question 2.a)~], on peut écrire

VeeR,  ['(2)=f(~a) +o" = —f(a) + " 4,

c’est-a-dire

‘VxER,

f'(@) + o) =e"+e ™

La question précédente nous dit que f est solution de I’équation différentielle

y/l+y:eaj+efl.

L’équation caractérisitque de I’équation homogene 3’ +y = 0 est 72+ 1 dont
les solutions sont r = 4i. Donc, d’apres le cours, les solutions de 1’équation ho-
mogene y” + y = 0 sont toutes les fonctions de la forme

Vx € R, yn(z) = % (Acosx + psinz) (A, 1 €R).
Selon le principe de superposition, on recherche d’une part une solution
particuliere y, 1 de I’équation y” +y = €” et d’autre part une solution par-

ticuliere y, o de 'équation y” + y = e~*. De facon évidente, on peut prendre
1
Ve € R, ypi1(z) = 3 e’ et Vo € R, ypo(z) =

particuliere suivante :

— e~ 7. Cela nous donne la solution

et 4+e "

Vr € R,
o 2

yp(x) = yp,l(x) + yp,Q('r) =

x

Il s’ensuit que les solutions de 1’équation y” + y = e® +e~% sont toutes les

fonctions de la forme

T —x

Ve € R, y(m):)\cosx—i—usina:—&—G (A 1 €R).
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Les conditions f(0) = 1 et f/(0) = 0 impliquent alors que f est la solution de
1+1 1-1
Yy +y = e®+e * pour laquelle A\.1+ p.0+ % =let =A0+pul+ — = 0,
c’est-a~dire A =0 et p =0, donc

va € R, flz) = ———

2. La question précédente nous dit que la seule solution possible , qui est continue sur
R, est la fonction f définie par

Vo €R, f(x)=¥.
Or, pour tout z € R, on a
TP et fet et —e7ty-=
wre = [T e
/o 9 +e 5 o +e
= 2 —|—e
e 4e"
= 5

ce qui démontre que la fonction f est bien solution .

En conclusion,

le probléeme possede une unique solution continue
e + e %

f R — R définie par Vz € R, f(x) = 3

Partie C

1. (a) La continuité de f associée au théoréme de Darboux permet 1a encore d’affirmer
que

‘ f admet une primitive F' (de classe C!) sur R. ‘

La relation s’écrit alors

vz €R,  f(z) = Faz) - F(0).|

(b)

Les résultats de la question précédente nous disent que f s’exprime comme
somme de composées de fonctions de classe C!, donc, d’apreés les théoremes
généraux de dérivabilité,

f est de classe C! sur R.
|

De plus, en dérivant la relation Vo € R, f(x) = F(axz) — F(0), on obtient

f'(z) = af(az). |

’VmER,

Pour tout n € N, on considere I'assertion
P(n): < f est de classe C" sur R et Vo € R, f(™(2) = a""*D/2f(a"z) >.

Initialisation : Par hypothese, f est continue sur R et il est évident que I'on
aVz e R, fO(z)=a®O0+tD/2f(a%) donc P(0) est vraie.

Hérédité : Fixons n € N tel que P(n) est vraie et démontrons P(n +
1). Comme f est de classe C! sur R (d’aprés 3.a)p]), la fonction z +—
a™ /2 f(a"x) est de classe C! sur R donc f(™ est de classe C! sur R, ce qui
signifie que f est de classe C" ! sur R. En dérivant la relation Vz € R, f("(z) =
a™+1/2 f(q"z), on obtient alors

f(nJrl)(l,) _ an(n+1)/2.anf/(anl,)
a2 g o f(a.ax)
a(n+1)(7n+2)/2f(an+1w)’

Vr € R,
d’apres 3. a) ]

ce qui termine de démontrer P(n + 1).

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout
n € N, ce qui signifie que

f est de classe C>® sur Ret Vn € N, Vo € R, f(™(z) = a™"+1/2 f(a"x).

En choisissant = 0 dans la relation établie & la question précédente, on obtient

Vn € N, F™(0) = a2 £ (g™ .0) = o™/ £(0).

Or, en choisissant z = 0 dans I’équation, on a

£(0) = / " pwydi=o,

donc

Vn € N, f(0) = o.
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2. Pour tout n € N, on considere 'assertion
T =" s
Qn): <Yz eR, f(z)= —/ (t)dt >.
0 n.
Initialisation : Pour tout x € R, on a

/ sl o ar = | FOde= [£0)]; = )~ £0) = f(a),
0 : 0

car f(0) = 0 d’apres la question précédente. Donc Q(0) est vraie.
Hérédité : Fixons n € N tel que Q(n) est vraie et démontrons Q(n+1). On sait

que
x _ t n
VreR,  f(z)= /0 % FOD () d.
(x _ t)’rLJrl
Comme f"*1) et ¢ — fw sont de classe C! sur R, il est licite d’effectuer
n !

une intégration par parties par 'intégrale ci-dessus, ce qui donne, pour tout = € R,

_ (‘T_t)n+1 n+1 x * (x_t)n—i_l n+2
Jf—l‘n+1 T — n+1 x T — n+1
= e e e
_ Tl =)™ e
= 0+0+/0 mf(+)(t)dt,

ot 'on a utilisé le fait que f+1(0) = 0 pour annuler un terme. Donc Q(n + 1)
est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, Q(n) est vraie pour tout n € N,
ce qui signifie que

f@)=fy Mf("“)(t) dt.

n

Vn eN, VreR,

3. (a) Un théoréme du cours (appelé parfois < théoreme des bornes ) dit que < toute
fonction continue sur un segment est bornée sur ce segment (et y atteint ses
bornes) ». Appliqué & f sur le segment [—A; A] (ot f est bien continue), ce
théoreme permet d’affirmer que

IM Ry, Voel-A4], |f(2)| <M.

On sait, d’aprés 3.a)7], que on a Vn € N, Vo € R, f"(z) =
an(nth/2f (a"z). En prenant les valeurs absolues dans cette égalité et la re-
streignant au segment [—A; A], on obtient alors

VneN, Vrel-AAl, ()| = |2 f(ama)

D’une part, on a
Vn €N, |a|" (/2 < 1
puisque a € [—1;1]
D’autre part, pour tout « € [—A; A], on a a"x € [—A; A] puisque a € [—1;1].
Donc, d’apres le résultat encadré ci-dessus, on peut affirmer que

VneN, Veel-A4;4], |f(a"z)| < M.

La combinaison de tous ces résultats nous dit alors que

vneN, Vzel|-A:4], |f™ ()] <M.

Pour tout n € N, on a

x _ t n
fz)| = / % FOO dt|  dapres 3.b)
0 !
< e —t™ D (1)) dt d’apres linégalité
- 0 n! triangulaire
e —t" d’apres 3.¢) o] et le fait
<
: / a M que[ora] € (45 4]
Or, pour tout n € N, on a
e (T —1)" (v —t)ntiqe gt _
WU g = [— } - €[04
/f|x—t|ndt: L D o g SreAl
0 n! 0 (t _ x)n (t _ x)n+l 0 (_x)n+1 )
at = | | = iz € [—4;0
L — D e rr SeelA0
c’est-a-dire
[l
0 n! (n+1)!
Il s’ensuit que
el If@l <y
n x
’ ~ (n+1)!
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4.

Comme z € [—A; A], on a, par ailleurs, |z| < A, ce qui donne finalement
An+1
N <
VneN,  1f@) < o

Cette inégalité étant satisfaite pour tout n € N, il est licite de vouloir passer
a la limite en faisant tendre n vers 4+o00. Pour cela, on remarque que le théoréeme
sur les croissances comparées des suites de référence ou encore la convergence
vers 0 du terme général de la série exponentielle convergente 3, -y A"+ /(n+1)!
nous dit que
An+1

(n + 1)! n—-+oo
Par conséquent, le théoreme des gendarmes permet d’affirmer que
|f ()] p— 0. Comme | f(x)| de dépend pas de n, il s’ensuit que | f(x)| = 0,
n—-+0oo
c’est-a-dire

flx)=0.

Le résultat de la question précédente nous dit que f est la fonction nulle sur [—A; A]
pour tout A € R} et donc que

‘ f est la fonction nulle sur R. ‘

Remarque : On a ainsi démontré que la seule solution possible du probléme
(Eq,0) est la fonction nulle. Comme il est évident que la fonction nulle est bien
solution de 1’équation , on peut affirmer que la fonction nulle est la seule solution
de l’équation homogéne (Eq ).

Partie D.

1. Considérons f; et fo deux fonctions de R dans R qui sont continues sur R et toutes
les deux solutions du probleme (E, ).

On peut alors écrire que

VeeR,  fi(z) = / Y Ry de + ()

et
ek h)= [ A0+ pla)

En soustrayant ces deux égalités et en utilisant la linéarité de 'intégrale, on obtient

VeeR,  (fi— fa)(a) = / Y- R0

ce qui signifie que fi — fo (qui est continue sur R en tant que différence de deux
telles fonctions) est solution du probleme (E, ). Comme la question précédente
nous dit que la seule solution de ce probleme est la fonction nulle, on en déduit que
f1— fo =0, cest-a-dire f; = fo.

On en conclut que,

sous réserve d’existence, il existe une unique

application f, continue sur R, vérifiant (E, ).

2. On en conclut que

I’ensemble des fonctions f, continues sur R, solutions

du probleme (E, ) est ou bien vide ou bien un singleton.




