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Exercice 1
Partie I. Etude d’une fonction f.

On considere la fonction définie sur I’ensemble des réels positifs par :

siz>0

1. Onaeh =1+ h+ $h? + h% (h) avec € (h) — 0 quand h — 0 donc

— —x+ L2 mzlx
f(m):1 (1 +2I + a%eq (z))

1
=1- 32 + zey () (DL d’ordre 1)

Donc f () = 1 = f(0) quand x — 0% et f est continue en 0.

De plus, f est continue sur ]0, +oo[ comme quotient (x # 0) de fonctions conti-
nues.

Conclusion : ‘ f est continue sur [0, +oo[‘

2. Le taux d’accroissement en 0 est :

f(z)— f(0) _ 1—%x—|—z€2(x)—1

z—0 T
L e @)
=——+e(x
2 2
1
Hii
2

Conclusion : | f est dérivable en 0 et f’(0) = St

2

3. Comme z # 0, alors f est dérivable sur ]0,+oo[ comme quotient de fonctions
dérivables et, pour x > 0

4. ¢ est dérivable sur R

P(r)=—-e"(z+1)+e *=—xe *

T 0
() [0 -
pl@) [0 N —
f@) | -5 -
f(z) |1 N\ 0
et en 400 : Lo 1
Ho) =54 7"

on a Etudier les variations de ;. En déduire le tableau de variation f qui sera
complété par la limite de f en +oo.

Partie II. Etude d’une suite.

On introduit la suite (uy), oy définie par :

n 67%
Vn e N* wu, = / du
o 1+u
1. Pour minorer I'intégrale, on travaille sur le contenu. D’ou peut venir le In? D’ou
viendra le % ?

—u
e n o> 1

Pour tout u € [0,n] : —u/n > —n/n = —1 donc e™*/" > e ! et T 2 T

Comme les bornes sont croissantes on a alors

> [ =ty
=~ [ln
YT T “lo

u

Conclusion :| pour tout entier naturel n non nul u, > éln (n+1)

et par minoration u,, = 400

2. f est continue sur [0, 1] donc fol f (x) dz existe

3. On fait réapparaitre I'intégrale pour u,, : a Utiliser un changement de variable affine
pour montrer que, pour tout entier naturel n non nul :

n 1 n n —u/n
/ du—un:/ ! du—/ ¢ du
0 1+U 0 1+’LL 0 1+U

nq_ —u/n
:/ i
0 14+u




MPSI

Devoir Maison- Eléments de correction 2025-2026
On fait le changement de variable x = u/n <= u=nz : du =ndz : u =0 << 1. Soit B = (ey, ea,e3,¢e4) la base canonique de R*.
z=0:u=n<=z=1donc fler) = (3,2,2,2) fle2) = (1,2,1,1) fles) = (-1,-1,0,=1) f(es) =
) (—=3,-3,—3,m) donc
o1 1—e®
/ du—unzfn ¢ dx 3 1 -1 -3
0o 1+u o Ll+nx 9 9 _1 -3
n n 1 la matrice de f dans la base canonique de R* est | A = 9 1 0 -3
que ’on majore a nouveau : pour tout £ > 0 : 1 +nz > nz donc < —=-—
1+nz ~ nx =« 21 -1 m
d’on
1—e® \
n e < f(2) 3 0 0 0 30 3 0 0 0
1+ nx 2 4 -1 -1 2 4 2 4 0 0
2. rg(p) =18 _ =rg rg
¢ intéerales de fonctions contintes ¢rifiant 2 1 2 1 2 1 2 1 9 0
. et comme intégrales de fonctions continues par morceaux, (ou en vérifian 9 1 -1 ma2 9 1 _3 4m+9 2 1 -3 12m+24,
linégalité également pour x =0 )
Conclusion : ‘ Si m = —2 alors rg(f) = 3 sinon rg(f ‘
1 - 1
1 _ T
Oﬁ/n ¢ dxg/f(x)dx
o L+nz 0 3. On pose u1 = (3,2,2,2) wug = (0,4,1,1) w3 =(0,0,3,—1) uy = (0,0,0,m +2).

car 1 —e™® > 0 sur [0,4o00[ et

0< [y H%du—

Conclusion :

Uy < fol f(z)dx

4. On a finalement

1
0§ln(n+1)7un§/ f(z)dx
0

fo dx étant une constante par rapport a n. Donc
1
0<1_ U D@
- In(n+1) =~ In(n+1)
U U
t d t,1l— —— > 0et ——— =1
et par encadrement, mn+1) e mn+1)

Conclusion : ‘ U ~In(n+ 1) quand n — +o0 ‘

Exercice 2
Etude d’un endomorphisme donné par son expression analytique

Soit m € R. Dans E = R* on considere I'endomorphisme f défini par V(xz,y, z,t) € R*

fle,y,z,t) = Bx+y —2—3t,2x + 2y — 2 — 3t,2x + y — 3,20+ y — 2 + mt)

4.

e Sim = —2, la famille (uy,us,us) est libre, génératrice de Im ¢ d’apres le calcul
précédent donc

forme une base de Im ¢.

D’aprés le théoréme du rang , dimIm ¢ + dimKer ¢ = dimR* =

dimKer p =1

3x+y—2—-3t=0

20 +2y—2—-3t=0
2r4+y—3t=0

20 +y—2—2t=0

u = (x,y,2,t) € Ker ¢ & ¢(u) = Ops &

20 +y—2—2t=0

Z:iig Sr=y=z=t
y—z=0

donc ‘ Ker ¢ = Vect((1,1,1,1)) ‘ dans la suite on pose us = (1,1,1,1)

e Sim # —2, la famille (u1,us,us, us) est libre, génératrice de Im ¢ d’apres le
calcul précédent donc forme une base de Im .

D’apres le théoreme du rang , dimIm ¢ + dimKer ¢ = dimR* =

dim Ker ¢ = 0 alors ’ Ker ¢ = {(0,0,0,0)} ‘

e Sim # —2 alors Ker ¢ = {(0,0,0,0)} = f est injective. Or f € L(R?) alors il
y a équivalence avec
f est surjective et donc f est bijective.
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e Sim = —2 alors Ker ¢ # {(0,0,0,0)} = f n’est pas injective. Or f € L(R?)

1 0 0 0
alors il y a équivalence avec Atnsi | 17 01 0 0
f n’est pas surjective et donc f n’est pas bijective. insi | My (f) = 0 010
0 00 O
5. Dans la suite on pose m = —2
u=(z,y,2t) € Im(f) NKer(f) < 3(a,b,c,d) € R*, u = av, + bvy + cv3 = dvs | Exercice 3
30 =d 1. Soit f une fonction de classe C! sur [0,1]. On se propose, dans cette question,
2 +4b =d de démontrer un résultat classique sur les sommes de Riemann associées a cette
& 3(a,b,c,d) € R, foncti
2a+b+3c=d onction.
2a+b—c=d , 1 e . .
J (a) f étant C', f’ est continue sur le segment [0, 1]. Elle est donc bornée.
4= 3 Donc il existe un réel M tel que, pour tout = € [0,1] : |f' (z)| < M f
& 3(a,b,c,d) € R, B E Et I'inégalité des accroissements finis donne alors pour tout z,y € [0, 1]
:% Conc]usjon:’|f(x)—f(y)|<M|x—y|‘
sa=b=c=d=0 (b) Vn € N*, Vk € [[0,n—1]], on a £ et 5L € [0,1]
k k+1 @ _k
Conclusion :‘Im(f)ﬂKer(f):{(0,0,0,0} ‘ Done Vt € [, ] onatet €0, 1] done |f 7 G )| M(t )
¢) On écrit £ (£) sous forme d’intégrale : L (k+1)/ k) dt intégrale
n n k/n n
6. D’apres la formule de Grassmann, dim(Im f + dimKer f) = 4 = dim(Im f) + d’une constantlg_l (k+1)/n
dimKer (f) — dim(Im f NKer f) = 4 = dimR* or Im f + dimKer f C R* donc Donc ’fk ") dt -+ (% = ‘ k/n —f (%) dt‘ <
Im f +dimKer f =R (k+1 /”|f F(E)|dt car b < kL
Comme Im (f)NKer (f) = {(0,0,0,0} alors‘lm (f) et Ker (f) sont supplémentaires ‘ <y ey gy — [0 2D/
Jiopn M A(t=3) t‘[?(t_ﬁ)}k/n = 2n2
2e+y—2—-3t=0 1)
204+y—2—-3t=0 . “ " 1,.(k M
= - — 2z —3t= 1 : N*, Vk -1 Hdt——f—- )| < =—
7. u=(z,y,2t) €Ker(f —Id) & 2x+y—z—3t:0©2x+y z2—3t=0 Conclusion :|Vn € N*, VEk € [[0,n — 1]], /k/n 7@ nf<n < 503
20 +y—2—-3t=0 ) Yy
On trouve donc I’équation d'un hyperplan. (d) On découpe [; f(t)dt = 37, — k/n f(t)dt et il vient par inégalité trian-
Concusion : ’ Ker (f — Idga) est un hyperplan ‘ gulaire
n—1 n—1 k+1)/n
1 k ( 1, (k
8. Soit B’ = (vi,v2,v3,v4) avec vi = (3;2;2;2) v2 = (0;4151) vy = t) dt*ﬁzf <n)| - / f(t)dtiﬁf (n)] |
(0;0;3; 1) vy =(151;1;1) k=0 k=0 L/k/n
on retrouve les vecteurs uq, ug, u3, us définis précédemment. Or ils forment une < ] kD /n J 1 k
base de Im f + Ker f donc de R* d’apres la question précédente. Ainsi B’ est une = Z i f(t)dt - Ef n
base de R* et ecrire la matrice de f dans cette base. ki?
De plus en effectuant les calculs f(v1) = v1  f(v2) = v f(v3) = vs puis < M _ M
f(vg) = vy car vy € Ker f T = 2n?2  2n
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n— q +1
Conclusion : |Vn € N*, tydt — LS f(B) < & alors I (p,q+1) = ml(p +1,q) car ¢+ 1> 1 donc (HR)
.M
(e) I?t q;lilild Tz — 400 : 5o — 0 et par encadrement (|| > 0 ) fo t)dt — i) — g+1 (p+1)lg! Lot 1sa.0)
w w0 f () =0 ’ p+1l(p+1+q) 7
n—1 | |
' _ pl(g+1)
Conclusion : Zf( ) / It = 7(p+1+q)!j(p+1+q’0)
¢ ,
2. Pour tout couple (p, q) d’entiers naturels, on pose I (p, ¢ fo xP ( Tdx cb pal TECHITINCE, ol
(a) Méthode : Pour modifier des puissances dans une mtegrale, on integre par par- Conclusion : |V (p,q) € Nx N, I'(p,q) = (p+ q)[I (p+4,0).
ties.
1 1 -1 1 1 ! 1
I(p,q)=[ya*(1—2)'deet I(p+1,q—1)= [ 2Pt (1 —z)" du. (c) Onal(p+q0)= / 2PHady — {Mxpﬂ—kl = donc
Soit v’ () = 2P :u(x) = L_pptl, v(z)=1—-2)":v ()= —q(1— z)q_l 0 pT4d o PTd
) pt1 I(pq) = plq! [(p+q,0) = 1 plq!
ave((:iuetvC’ carg—1>0 p,q—(p+q)! pT4q T ptqt+i(pto)!
onc 141
) 1 1 . Conclusion : |V (p,q) e Nx N, I(p,q) = ﬁ
I(p,q) = |——aP™(1—-2)? — / —q(1— )" —— Ptz :
p+1 0 0 p+1
1 3. Informatique.
= 0-0+ }% (1- x)q_l 2P dx Compléter la déclaration récursive suivante afin qu’elle permette le calcul de
I(pq):
Conclusion : |V (p,q) € N x N*, I (p, q) = Ip+1q—1) On utilise la relation de récurrence I (p, q) = p%[ (p+1,q — 1) initialisée par
+1 I(p,O):p—ilsiq:O.
(b) On a alors par récurrence sur q : Function i(p, q : integer ) : real ;
our g =0:V¥peN 0 40,0) = I (p,0) Begin
poura="=1=vP = oy LT AW If q = 0 then i :=1/(p+1) else i:=q/(p+1)xi(p+l,q-1);
Soit g € N tel que Vp €N, (pq) = —29 I (p+4,0) Fnd
o1t q el que vp ) p,q)=7—"FT"1 PTG
(»+aq)!




