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Devoir Maison 14 - Eléments de Correction

Exercice 1
1. (a) La fonction f:t —

de R.

ﬁ est continue sur R donc intégrable sur tout segment

Ceci prouve que ‘ ©p, est définie sur ]0, 1] ‘

D’autre part, f est positive donc
1 1 1/I/ l/I
O<x<x/<1:>x<x/<1<—/<f:>/ f< f
T x o -

(les bornes sont dans 'ordre usuel). Ceci prouve que

‘ ©n, est décroissante sur ]0, 1] ‘

(b) Etant continue, f admet des primitives sur R. Si F' est une de ces primi-

tives, nous avons ¢, (z) = [F(?f)]lac/gC = F(2) — F(z) . Ceci prouve que ¢, est
dérivable (somme et composée de fonctions dérivables), avec

1 1 1z 1
(2) = —— F F(z) = —— =
() 22 (;v) () 2 2 +1 x2n 41
©n est dérivable et ¢! (x) = —73”:;;1?

! étant négative, ceci confirme que ¢,, est décroissante.
2. Présentons deux méthodes différentes :

méthode par les dérivées : pour les mémes raisons que 1-b :

— W) = [} Hm dt = G(1) — G(a) on G'(t) = S
montre que ¥'(z) = —-G'(z) = — ﬂ*fiﬁf =pn(T)

1)z 1 qq2n-2 .
— plx)=3 [, / 1ﬁ_t2" dt = 1 (G(2) — G(z)) qui montre que

1 1 I2n72 m271 127,,_2
pl(z) =3 (- G'(3)—G'(2) = D) (?12 562n—2(2213+1) + 1T+w2" ) = ¢n(2)
— Sur lintervalle ]0,1], ¢, , ¥ et p ont des dérivées égales et vérifient
on(1) =9(1) =p(1) =0 : elles sont égales.

1 2n—2 1 2n—2
pu(w) = [ Hhm di = § [,/ S dt

méthode par changement de variable :

1
L)0774(:1") = x 1+t2n + f /T 1ff2n7

intégrale, le changement de variable de classe C! : ¢t = % , dt =

/1/m dt _/z 7%du
14 ) 1 (L)

(la classe des fonctions le permet)

écrivons et effectuons, dans la deuxieme

1 .
—z du :

_/1 w?™ 2 du
- . u2n+1

Par linéarité :

Le méme changement sur Iintervalle [z, 1] donne ¢, (z)

1/:6 1

Toujours par linéarité :

onlx) = [F L2 gt

r 14t2n

— fl/:E

1/x $2n—2
—dt
/I L+

t2n—2
T+

dt d’on

1/x 2n—2
pnle) =% [)/7 L dt

T 14t2n
. 2n—2 , , . ,
3.(a) La fraction 1'1*'frt2n = % est de degré négatif (représentant
irréductible). Ses poéles sont les racines d'ordre 2n de —1
a = ez(1+2k)7r/2n = g twk ’0 < k <2n—1.
Les poles sont simples donc
2n—1
N@t) 1422 Z LB N(ap) 1+a"?
= ou =
D(t) 1+ t2n t—ak b D/(Otk) 2noz2" 1
2n
En remarquant que ai" ! % = —a—lk, et a2" 2= o%k? , il vient
_ 1 1 1 .
oF 1 — v
=—*t =~ (2 —ap)=— (@ —ap) = —— sinw
P —-2n alk 2n (ak ) 2n (a ) n k
1442772 1 — < sinwy
1t Z eoten
(b) En regroupant les conjugués ( ax = a3,-1-% ), NOUS avons
2n—2 n—1
L+t — _1 (slnw;C _|_Slﬂw2n 1— k)
2n t—o t— o
1+4+¢ noa=
i n—1
_ sinwg _ sinwy
- n Z (t g t—ay )
k=0
n—1 N
7 . O — Qg
= —— S1N Wi 2 p— p—
n = 12 — (ap + g )t + oy Qg
3 . 1 t2n72
Finalement, on obtient -1"__;'_t2n = Zk =0 %

(¢) Le calcul d’une primitive est classique :
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/ sin” wy g - / sin” wy i D’ou :
- . i 2 — i -1 . in?
t2 — 2t coswy + 1 (t — coswg)? + sin” wy, Zzzé cos ((2 k+ 1)9) _ SQmS(ii?:)) ot ZZ:& sin ((2k + 1)9) _ sgnng)
1
= ———dt
/ (t;icnozwk)z +1 (b) En dérivant la premiére égalité par rapport & 6, on obtient (aprés changement de
k signe)
/ sin wy, d t — cos wy, d dt
= U avec u = ——— u =
u+1 sin wyg, sin wyg nl sin(2n8) cos(6) — 2n cos(2nd) sin(O
Z(2k+1)sin((2k+1)9) = (2nf) ©) ( ) sin(6)
t — cos wyg 2 sin2(f
= sinwy - Arctan ——— P sin“(6)
Dé . L ) S Wi
éterminons les limites : Avec 6 = I . ce qui précéde donne
— Arctan % — Arctan — 22 = Arctan (tan(wy — 5)) = wi — sin?(nx) —
o — . 2]€ 1 o m. 73—71 t — . - _ _
(car wp— 2 €]-%, %] pulsque 0<k<n—1= wg€l0,n]) Ek:o sm( 1% sin 57 S0t 2o SINWE = 57 T
— Arctan tbfnoiz:”“ -z (dans les mémes conditions 1 . . sin(227) cos(4=)—2n cos( 22T ) sin()
sin Wy > 0 ) k=0 (Qk + ]‘) Sln(2k + ]‘)ﬁ = 2 ban(zﬂ' )
— Ainsi, quand z tend vers 0 : soit, en multipliant par -
1
. . = — Cosw T — cosw n—1 . _
fl/w ﬂ_;;ﬁi‘“kl dt = sin wy, ( Arctan 2 P Arctan —— k k=0 Wk SINWE = 3 sigﬁ
z coswy+ sin wy, sin wy,
/2 —m/2 1/x 2n—2 1/z
o ~ 2 Badall (c) Comme ¢, (z) =3 [, 13-75% dt=3 [,/ 2 Zk 0= 2Slncofik+1 dt
montre que lim, o+ [ /7 p—Sin dt = (7 — wy) sinw 1 Yz sin? wy, )
T— fa: t2—2t coswp+1 — % EZ 0 / 797 cos o T 1 dt mnous avons hrnx*>04r ©n (x) =
x
. -1 1
4.(a) Soit  0#0[x], C,=3,_ycos((2k+1)0) et Sp =3 p_osin((2k+1)0) (o) sm o
sont les parties réelle et imaginaire de e et N0 somme des termes z Sl sinwy — 1 Sl g sinwy,
d’une suite géométrique de raison e?2% £ 1.  Ainsi : I W AN SR n
C S ei(2n+l)9_€i9 ieeinG(einG_e—ine) znG2ZSln(n9) n sinﬁ n ZSinﬁ 2n sinﬁ
+1 = - =e - - - o o i
" " ei20 —1 eif(ett — i) 24 sin(6) CONCLUSION lim, o+ pn(7) = m




