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Devoir Maison 14 - Eléments de Correction

Exercice 1

1. Montrer que, pour tout m entier naturel non nul, on a [J(a,b)]” =
a® na""t 0
0 a” 0
0 0 b"
Procédons par récurrence.
at 1a® 0 a 1 0
Initialisation : Pour n = 1, ona [ 0 a' 0| =[0 a 0] = [J(a,b)]},
0o 0 o 0 0 b

ce qui démontre que la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité : Soit n € N*. Supposons que la relation est vraie au rang n et
démontrons la au rang n 4+ 1. On a

[J(avb)]r”rl = [J(a,b)]" - J(a,b)
a na— 1 0 a 1 0
B . d’apres 'hypothese
= 8 aO b(i) 8 g 2 de récurrence
an+1 (n )an
=1 o amtl
0 bn+1

ce qui démontre la relation au rang n + 1.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a

Vn € N*, [J(a,b)]" =1 0 a” 0
0 0 b"
2. (a) Montrer que ®3 + ®? —5& + 31d = O.
On a
6 -8 3 —-14 33 -—18
M*=|-1 5 -3 et M*=|6 -8 3|,
1 0 0 -1 5 -3

ce qui donne, apres calculs,

M3 + M? —5M + 313 = 0.

~

~—

Or, comme M est la matrice de ® dans la base canonique &, on sait, d’apres
le cours, que M3 + M? — 5M + 3I3 et la matrice de ®3 + ®2 — 5& + 31d dans
cette méme base. Ainsi, la relation matricielle ci-dessus se traduit par

|93 + 92 — 53 +31d = 0.

On note 1I(X) le polynome N(X) = X3 + X2
possede une racine double que 'on explicitera.

— 5X + 3. Montrer que II(X)

On constate que 1 est une racine évidente de II. De plus, IT'(X) = 3X2 +
2X — 5 d’ou II'(1) = 0. Ainsi, d’apres le cours, on peut affirmer que 1 est une
racine (au moins) double de II. Par suite, on peut factoriser II(X) sous la forme
II(X) = 1(X — 1)2(X — a) ou a désigne la derniere racine de II. En identifiant
les coefficients constants dans les deux expressions de II(X), on obtient —a = 3,
d’ou a = —3. Par suite,

‘H(X ) admet 1 comme racine double et —3 comme racine simple.

Soit A € R et u € R® un vecteur non nul tels que ®(u) = Au. Montrer que
II(A\) = 0.

Comme ®(u) = Mu, on a ®*(u) = ®(®(u)) = P(\u) = A®(u) = Nu
et ®3(u) = O(P*(u)) = P(A\u) = A?®(u) = Mu. Par suite, comme
O3+ P2 -5 +3Id=0,0na

0 = (&2 + &2 — 50 + 31d)(u) = ®3(u) + ®>(u) — 5@(u) + 31d(u) =
Nu+ A2 — 5 u+3u = (A3 + A2 — 5\ + 3)u

d’ott A% + A% — 5\ + 3 = 0 puisque u # 0. Donc | II()\) = 0.

Donner une base du sous-espace vectoriel Ker(®+31d) formée de vecteur(s) de
derniére coordonnée sur la base € égale a 1.

La matrice de ® 4+ 31d dans la base £ est M + 313. Pour trouver le noyau de
® + 31d, il suffit de chercher les vecteurs u = (a, b, ¢) tel que (® 4+ 31d)(u) = 0,
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(b) Donner une base du sous-espace vectoriel Ker(® — Id) formée de vecteur(s) de

c’est-a-dire

a 2a +5b -3¢ =0 (L1)
(M+3L)|b] =0 <~ { +3b =0 (L2)
c b +3c¢c =0 (Ls3)
—b -3 =0 (Ll) — (Ll — 214
— { [a] +3b =0 (L2)
[b] +3c (Ls)
0 = (L1) «— (L1 + L4
— [a] +3b =0 (Ls)
{ [b] +3c =0  (Ly)
— { Z; _??CC (A eR).

Donc

‘Ker(‘l’ + 31d) est la droite vectorielle de R? dirigée par le vecteur (9, —3,1). ‘

derniére coordonnée sur la base £ égale a 1.

La matrice de ® — Id dans la base canonique est M — I3. Pour déterminer
le noyau de ® — Id, il suffit de rechercher les vecteurs v = (a,b,c) tel que
(® —Id)(u) = 0, c’est-a-dire

a —2a +5b -3¢ =0 (L1)
(M — Ig) bl =0 <= - b =0 (LQ)
c { b —c = (Ls)
3b =3¢ = (L1) «— (L1 + 2L,
= { la] —b 0 = (L2)
b =0 (L3)
0 =0 (Ly) «— (L1 +3L3
<~ { @ - 0 = (LQ)
b 0 (L3)
— { Z: (A €R)
Donc

‘Ker(q) —1d) est la droite vectorielle de R? dirigée par le vecteur (1,1,1). ‘

4.(a) Trowver x & R3, de derniére coordonnée sur la base & égale a 1, tel que

O(x)=a+ Zei.

Posons 2= (a,b,c). On a

3 a a 1
(@(m):x—i—ZEi) — Mm(o]|=[0]+[1
i=1 c c 1
—2a 456 -3¢ =1 (L)
= [a] — D =1 (L2)
b —c = (Ls3)
3b -3¢ =3 (L)<« (L +2L,
— [a] — D =1 (L)
[b] —c =1 (Ls)
0 =0 (L1) ¢— (L1 —3L3)
= [a] — D = (L2)
[b] —c =1 (Ls)
= { Z: f ii (A €R).

Donc, pour choisir une solution de ce systeme dont la derniere coordonnée
sur la base & est égale a 1, il faut et suffit de prendre A = 1, ce qui donne
(a,b,c) = (3,2,1). Donc

x=(3,2,1).

Donner une base du sous-espace vectoriel E = Ker([®—1d]?) formée de vecteurs
de derniere coordonnée sur la base € égale a 1.

Comme Ker(® — Id) C Ker([® — Id]?), le vecteur directeur (1,1,1) =
€1 + €2 + €3 de la droite Ker(® — Id) appartient aussi a E. D’autre part, le
vecteur = de la question précédente vérifie ®(z) = = + &1 + €2 + £3, donc
®(z) — xz € Ker(® — Id). Cela signifie que € E. Nous disposons ainsi de
deux vecteurs : €1 + &2 +e3 = (1,1,1) et = (3,2,1), qui appartiennent a E.
Comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre
de E.

Par ailleurs, la matrice de (® — Id)? dans la base canonique est

-2 5 -3 9 —18 9
M-L)?*=[1 -1 o) =[-3 6 -3],
0o 1 -1 1 -2 1
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donc Par conséquent,
9 —-18 9 0 0 0 dans la base B = ((1, 1,1),(3,2,1),(9, -3, 1)), la matrice de ® est M’ = J(1,-3).
rang ((M — 13)2) =rang (-3 6 3] =rang| 0 O O =1,
-2 1 -2 1 (b) Ezprimer, pour tout n entier naturel, la matrice M™ a l'aide de n, M', P et
P~ ot P est une matrice bien choisie. Calculer la premiére colonne de M™.
ce qui implique, d’apres le théoreme du rang, que dim F = 2. . . . L, . .
. . On sait, d’apres le cours et la question précédente, que si P désigne la ma-
Les deux vecteurs e; + es + e3 et  forment donc une famille libre de deux . . _ I 1 .
. . . .. . trice de la base B vers la base canonique £, on a M = PM'P~". Par suite
vecteurs du sous-espace F qui est de dimension 2, ce qui implique que
M" = (PM'P Y PM'PY)...(PM'P7Y)
(e1+e2+¢e3,2) = ((1,1,1),(3,2,1)) est une base de E. R
=PM P 'PM P'PMP!...PM' PP M P!
(c) Montrer que ®(E) C E et que R?* = E @ Ker(® + 31d). :;3_' :Z:/ :;3_’

SOit Uy = (1, 1, 1) et U = (3, 2, 1) ¢(U1) = Uu1 et ¢(U2) = (4, 3, 2) = U1 +U2. — P(M’)np—l_
Or Yu € E,3(a,b) € R%u = auy + buy d’on ¢(u) = (a + b)uy + busy alors
é(u) e E Donc

Donc 1 3 9

®(E) C B. M" = P(M)"P~'  avec P= (1 2 -3
. 1 1 1

Pour montrer que R?* = E @ Ker(® + 31d), il suffit de prouver que
ENKer(® + 31d) = {0} et dim E + dim (Ker(® + 31d)) = 3. Cette derniere . a
relation est clairement vérifiée puisque l'on sait que dim E = 2 d’apres la , . 1 . _ _
question précédente et dim (Ker((I) + 3Id)) = 1 d’apres la question 3.a). Par Déterminons P, Soient X = Z et = ch - Alors
ailleurs, si v € E N Ker(® + 31d), alors ®?(u) = u et ®(u) = 3u, donc
u = ®*(u) = ®(®(u)) = ®(3u) = 3®(u) = 9u, ce qui implique que u = 0, +3y +9z =a (Ly)
d’out ENKer(® + 31d) = {0}. Par conséquent, PX=Y <+ r +2y -3z =b (L)

r +y +z = (Ls)
3 _
R = E@ Ker(® + 31d). | 13y 49z —a )
3 3 R , — -y —12z =b—-a (Lz)(— (L2_L1)
5. (a) Donner une base de R?, formée dg vecteurs de derniére coordonnée sur la base 9yl — 8 =c-a (Ls) «— (L3 — Ly)
E égale o 1, dans laquelle la matrice de ® vaut M' = J(1,-3).

Comme R?® = E @ Ker(® + 31d), on sait, d’apres le cours, que la réunion iy + 9z i “ b (21) Lo+l
d’une base de E et d’'une base de Ker(® +31d) forme une base de R3. Par suite, g 16z] =a—2b+c (L2) ¢ (=2L2 + Ls)
la famille de vecteurs B = ((1,1,1),(3,2,1),(9,—3,1)) est une base de R?. —2y| -8 =c—a (Ls)

Or &(1,1,1) = (1,1,1), ®(3,2,1) = (1,1,1) + (3,2,1) et ®(9,-3,1) = _ 5 Eb +§
—3(9,—3,1), donc la matrice de ® dans la base B est TR T 16°

— = 4 +§b L2
11 0 Y7 16 16 16
01 0 |=J1;-3). _ 1 2 b
00 -3 S T TR T
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d’olt donc
1 3 9 1 n 0 1 -5 -6 27
M'=pPM)'P =1 2 -3 0 1 0 6 4 8§ —12
. 5 _¢ 927 1 1 1 0 0 (-3)" 1 -2 1
P‘1:1—6 4 8 -12 13 9 —5+4n & Q
1 -2 1 =11 2 -3 4 & ')
1 1 1 (=3)" | (]
L [THAn+9(=3)" ® e
=1 3+4n—3(-3)" ® ®
On sait, d’apres la question 1, que —l+dn+(-3) ® ©
ce qui montre que
(M) =[F(1;-3)]" = [0 1 0 la premiere colonne de M™ est — | 3+ 4n —3(-3)"
bl ) ]_6 n




