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Exercice 1
4 4 . . " 4 ’ 2
1. Sous forme résolue, I'équation devient y" = ——y — —y.
x x

Ceci est possible ‘sur tout intervalle ne contenant pas 0 ‘

2. Sur I, =z ne s’annule pas. On pose y = pet soit z = yx? qui se dérive

en 2/ = y x? + 2wy, puis 2’ = y" 2% + day’ + 2y. L’équation (E) devient

immédiatement

Don 2 = A puis z = Ar + B. Finalement, avec y = Z, il vient
A B
Yy=—r -3
x x

3. Cette fois, nous effectuons le changement de variable ¢t = In(z) (valable sur I)
y(x) =y(e') = ¢(t) donc ¢/ (t) = e'y'(e") et " (t) =eXy"(e") +e'y'(e)
(E) s'écrit e?ty” (e?) +4e'y’ (et) +2y(et) =0  soit encore‘ (Eq): ¢ +3¢' +26=0 ‘

C’est une équation linéaire homogene du second ordre a coefficients constants.
L’équation caractéristique o® +3a+2 = 0 admet deux racines distinctes o« = —2 et

a = —1,dott les solutions de (Ey) : ¢ = Ae t+Be 2t Onretrouve|y = % + r%

Exercice 2

1. Montrons VneN, ug, et ugpi définis, Uzy > 0 et ugpyg > 1 (par
récurrence)
Amorce :  uy = 1,u; = f(1) = /2 vérifient les conditions

Hérédité :

Un42 = Q(U2n+1) =

Si ug,11 est défini et wg,qq > 1, alors

est défini avec ug,490 >0

U2p4+1—1
puis ensuite  ugnt3 = f(U2nt2) = /1 + Uzn12 est défini avec ugyyg > 1
o .. Uy > 0
(uy,) est définie et vérifie VneN, 2n
Ugpt1 > 1

2. Résolution des équations f(x) =2 et g(x)=2x :

f(x)zx@{$>0[ﬂ @{mz x>0 :1_|_\/5

Vi+tzr==x —rx—1=0 r 2

1. f est définie sur |0, 400
2. g est définie sur |1, 4o0|

—z—1=0 2

z>1[F x> 1 1+5
glx) =z < P el P S r=
T ox—1

€T

o= est la solution commune aux équations f(x) =z et g(z) ==

1+v5
2

3. 1l est évident que :

f est croissante sur 0,400 et  f(]0,+o0[) =]1, +o0[

g est décroissante sur |1, +oo[ et  g(]1,+00[=]0, +00l)
(a) 11,400 2310, +00[ L5 ]1, oo

‘Lp = fog:]l,+00[—]1,+o0[ est définie décroissante‘

montre que

(b) 11, +00[ £X]1, o0 X1, +oo

‘z/; =poy:]l,+oo[—]1,400[ est définie croissante‘

montre que

Calcul de ¥(a) :  « étant un point fixe de f et de g, nous avons
p(a) = f(9(a)) = f(a) =a,  puis, (@) = ¢ (p(a)) = pla) = a

¢(@)=a
v=pop ou ¢($)=\/@:\/g

(les quantités transformées étant positives)

VT sV (Vz+Vz-1)
—— > I = >
Vr—+vax—1 r—(z—1)
& rs+vVat-r>ateVil-z>a2®—a

s P2or<1

4. Calcul de ¢(z) :

Pour z>1 :

v(x) >z &

Finalement, sur |1,4o00[ : ’ YE)>r & l<zr<a ‘

5. (vn) = (U144n)

(a) Nous avons vg =u; = f(ug) =1+ 1 ce qui donne

vo = V2 €]1,af
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VneN, v, =ugt1
= Utnt2 = 9(Un) = Uani3 = fog(vn) = p(vy)
= Ugn+a = g0 P(Un) = Uanys = [ o gop(vn) =pop(vy)
CONCLUSION \v neN, vy =v(vy) ‘

(b) Sur ]1,4o0[, 9 est croissante, ¥ (]1,+o0]) =]1,+oolet P(a) =« .
Ceci montre que l'intervalle |1, +00] est stable par ).
Comme vg €]1,a[ et Vn €N, v,11 =P(vy),
une récurrence simple prouve que : V n € N, v, €]1,q[ .
Sur cet intervalle, ¢ (z) >z montre que Vn € N, v,11 =¥ (vy) > vy .
Croissante et majorée (par «), la suite (v,,) est convergente.
1 étant continue, la limite est «, 'unique point fixe de .

CONCLUSION ‘ (vn) = (Uant1) converge vers o ‘

6. On ne demande que les limites des suites.
Comme « appartient a ’ensemble de définition de f et g qui sont continues :

(Ugn+1) = @
Usnt2 = §(Udani1
(U4n+2) —
Ugn+3 = f(u4n+2
(Uan43) =
Ugn+4 = Q(U4n+3
On peut (hors sujet) préciser que :

)}éWMMﬁ%ﬂwa
)}:wmwaeﬂwza

)}:me@ﬁmw=a

Les éléments de la suite (u4n41) sont dans Uintervalle ]1,«] ou g est continue
décroissante.
On en déduit les propriétés de son image (g(uan+1)) = (Uani2) :
— (ugny1) croissante = (ugnt2) décroissante
— VneN, w1 €1, a[= Unio € [g(a), +o0[= [, +00]
De méme, Vn € N, ug,i2 € [o,400[ ou f est continue croissante. On en déduit
les propriétés de son image (f(u4n+2)) = (Ugnt3) :
— (Ugny2) décroissante = (u4pn43) décroissante
— VneN, w2 € [a, +00[= Usnys € [f(a), +00[= [a, +oof
Enfin, Vn € N, ugny3 € [, +00[ ol g est continue décroissante.
On en déduit les propriétés de son image (g(tan+3)) = (Uanta) :
— (ugn+3) décroissante = (ugp+4) décroissante
— VneN, i3 € (o, +00[= Usnta €]0, g()] =]0, o]

7. Nous en déduisons que la suite (u,) converge vers « puisque :
(’U,4n) —

(Ugnt2) = @

(U4n+1) —

(U4n+3) —

= (ugn) = «

= ‘La suite (u,) converge vers o

= (U2n+1) — «

Exercice 3
Partie -A-
Soit @ un élément de E. Par définition,

aceE—-¢fsad UAn<:>VnEN, a¢ A,
neN
a¢ Ay = E— g(F)

En particulier donc a € g(F) admet au moins un

antécédent dans F. Cet antécédent ne peut qu’étre unique puisque g est injective.
E F

o)

B

CONCLUSION ‘tout élément de A — £ admet un et un seul antécédent par g. ‘

On définit ainsi une application G {A a_ £ : avec g(xz) =a
2. h : E — F définie par h(z) = {g;((?) zi i;g est bien une application

puisque tout élément de E a une image et une seule. En effet, tout élément de
E est soit dans &, soit dans E — £, mais pas dans les deux en méme temps, et
dans chacun des deux cas, il admet une image unique (puisque f est une ap-
plication §’il est dans &, et d’apres le résultat précédent dans le cas contraire)

h définit une application de E vers F ‘

3. Procédons par double implication.
— Montrons z € £ = h(z) € F.
dans ce cas, h(z) = f(z) et v€&=U,cx4An = IneN, 2 A,.
Ceci prouve que h(z) € f(A,) = Byy1 donc h(z) € J;en- Bi = F .
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— Montrons la réciproque : h(z) € F = x € £ en procédant par 'absurde.
Si y=h(x) e F et x ¢ &, alors h(x) =G(z) soit g(y) == .
Mais yeF=Ujen-Bi = IneN", ye B, = g(y) € 9g(By)
rEA,,
ce qui est en contradiction avec x ¢ £ .

soit

‘xeé'@h(x)e}"

4. — Montrons que h est injective :

si x,y € E vérifient h(x) = h(y) , deux cas se présentent :
— soit h(z) = h(y) € F : ce qui précede prouve que z,y € € .
L’égalité h(x) = h(y) se traduit par f(z)= f(y) dou z=y (f est
injective)
— soit h(z) =h(y) ¢ F : ce qui précede prouve que z,y ¢ £ .
L’égalité  h(z) =h(y) se traduit G(z)=G(y) =t soit
glt) =z =y.
— Montrons que h est surjective :

par

soit Vye F,3xeFE, y=h(x).

Deux cas sont possibles :
— soit y € F : la question -3- montre qu’il faut chercher = dans & avec
fla)=y.
Y€ Ujen- Bi = 3neN", ye B, = f(An-1) (n—1€N).
y admet donc un antécédent par f, antécédent qui se trouve dans A, _1,
donc dans &, d’ou l'existence de x.
— soit y ¢ F : la question -3- montre qu’il faut chercher z dans F — &, avec
G(z) =y . Pour montrer que I'élément x = g(y) convient, il suffit de
prouver
que g(y) ¢ €, ce qui est vrai car, dans ’hypotheése contraire nous au-
rions :
IneN", g(y) € An = g(x) €g(Bn) = Iz € By, g(y) =9(2)
Or g est injective, donc y =z avec y ¢ F et z € F d’ou la contradic-
tion.

‘ h:E — F est bijective‘

Partie -B-  (application pratique)
[0,1] — [0,1] ~f10,1]
f { T — x et g: T

— [0,1]

. /2 sont injectives.

5. 1l est évident que g([O7 1]) = {O 1} donc Ay :}%,1[.

)2

Ensuite B; = f(Ao) :}%,1[

Une récurrence simple montre que

Ce qui donne

6. Si 2 =0 ou z de la forme 5,

Dans les autres cas,

d’ou la représentation ci-contre.

1

et Av=g(B) =34

VneN, An:BnH:]ﬁ,%[

5=UneN}g%@[ et [0,1[-€={0}U{L — neN}

alors h(z) =2z
hiz) =2




